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原子核多体问题的玻色子
一
费米子描述

杨泽森 钟毓澎 齐 辉 杨立铭
<北 京 大 学 物 理 系=

摘 要

本文建立了一种在处理原子核多体间题时可以灵活地采用玻色变数与费米

变数的理论形式
,

它原则上允许应用于与原来的费米型态空间等价的任何一个

物理态空间
∋

文中借助于玻色子和费米子产生湮没算符之间通常的对易反对易

关系式
,

构成一个广义态空间
,

再从中建立与原来的费米型态空间等价的物理子

空间系列
,

给出了各个不同的等价物理子空间之间的变换关系
,

并求出各类算符

在这种子空间中的等效算符
∋

引 言

近年来
,

原子核元激发的观点有了新的发展
,

特别是 >% ;:
一

8%?? ≅&Α %Β 等人
,

试图从一

些简单的费米型和玻色型元激发出发
,

选择一些低级的藕合项
,

规定构成费曼图的基本

规则
,

以此对原子核的低激发态性质进行系统的描述
Χ 一 , , ∋

如所周知
,

在发展纯玻色型元激发的理论时
,

首先是直接根据从实验现象辨认出来的

集体 自由度
,

建立起半唯象的理论
∋

另一方面又可以与一般的玻色子展开理论结合起来
,

从微观或半微观的途径进行工作
∋

类似地
,

在发展包括玻色型和费米型元激发及其藕合的理论时
,

也可以把半唯象的途

径与玻色子展开理论的适当的推广形式结合起来
,

进行研究
∋

本文的工作就是沿着这样

的方向进行的
∋

第一步是建立我们所需要的玻色子展开理论的推广形式
∋

这种理论形式

应当允许灵活地采用费米变数和玻色变数
,

又与原来的费米描述完全等价
∋

8 9 : Α;9&改〔‘& 曾把 > ≅& Δ9 ≅ Ε 一

Φ ≅& ≅ ΕΔΒ ΑΓΗ ,”” 的玻色子展开方法推广一步
,

使物理态空间中
,

除了玻色子成分之外
,

还包括带有一个费米子<或空穴=的成分
∋

这种推广形式
,

或者再进一步
,

推广到态空间包括纯玻色子态和带有 友个费米子<或

空穴=的情形
,

对于我们的目的来说
,

还是不够的
,

为了能够与当前的半唯象理论相应
,

原

则上要允许采用与原来的费米型态空间等价的任何一个物理态空间
,

并且能够实行不同

空间之间的变换
∋

为此
,

我们首先在第一节中
,

借助于玻色子及费米子产生湮没算符之间

通常的对易反对易关系式
,

构成一个广义态空间
,

再从中建立与原来的纯费米型态空间等

价的物理子空间系列
∋

在第二节至第四节
,

将建立不同的等价物理子空间之间的变换关
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系
,

并求出原来的费米型态空间的算符在这种物理子空间中的等效算符
∋

在第二节中引进的
,

关于原来的费米型态空间与新的物理子空间之间的变换算符
,

是

本文的基本工具
,

它们可以看作是 5
∋

ϑΑ ϑΔΧ ΚΛ 和5
∋

89: ϑΜ %: ΔΧ! 等人在建立玻色子展开理

论时采用的变换算符的推广
∋

一
、

广义态空间及物理子空间

为了能够灵活使用玻色变数和费米变数
,

我们把态空间加以扩充
,

并在其中建立物理

子空间
∋

设在原来的态空间中<扩充前=
,

粒子或空穴的产生
、

湮灭算符为 显及 夸
Ν ,

ΟΠ = 为相应

的裸粒子
一
空穴真空态

∋

于是
Ι

易爵 卜夸才杏
,

一 凡
,

易易 十 氛杏
Ν
一 Π

杏
二

Θ%= Ρ 。

<
∋

=

扩充后的态空间
,

由费米子算符
、

玻色子算符以及裸费米
一
玻色真空描写

∋

<
∋

=

设粒子或

空穴的产生
、

湮灭算符为时 及 夕
, ,

裸玻色子的产生
、

湮灭算符为 Σ粉及 Σ四,而冷, Ρ 一Σ
, Ν ,

这些算符之间的对易关系和反对易关系如下
Ι

亡Τ 夕才夕
,

一 占二
,

,

Τ 夕
,

夕
Ν

Υ %

Σ Ν ,

Σ吉
, , ,

一 Σ吉
, , ,

Σ Ν ,

Ρ 占二Ν ,

占
, Ε ,

一 占Ν , ,

占
, , ,

Σ 二
,

Σ , , , ,

一 Σ Ν , ” ,

Σ 二
,

Ρ Π

Σ Ν ,

口
, ,

一 月
, ,

Σ , ,

Ρ Σ 二声吉
,

一 君
,

Σ , ,

Υ 4 <
∋

# =

广义态空间的裸真空态记为 ΟΠ=
,

它具有如下性质
Ι

凡 Ο% = 一 Π

Σ 二
,

ΟΠ = 一 %
一

<
∋

ς =

现在说明广义态空间中的物理子空间的抵念
∋

显然
,

广义态空间中的整个纯费米子空间等价于原来的态空间
∋

因此
,

这样的纯费米

子空间就是一个物理子空间
∋

可以认为
,

它是由如下形式的基矢张成的
Ι

夕吉
Ι

夕吉
Ι

⋯⋯夕丈, Ο% =
∋

<
·

Ω =

我们将说
,

一个形如 <&
·

, =的态矢量等价于原来态空间中的对应态矢量 界
Ι

杏吉
Ι

⋯夸气ΘΠ =
∋

其次
,

考虑广义态空间中如下形式的态矢量
Ι

Ο约拼 ⋯脚成 脚Ξ
Ν

⋯热=

< , = Θ Θ丛二互些
天Θ

艺
’

<一 =
〔“, Α‘丈

Ι 二 Ι

石丈
# Ν ς

⋯ Σ吉
Ι。一 ,

、Μ 夕吉, Τ ,

⋯夕吉
, Π = <‘

·

Κ =
+

出现在右端的 + 代表对于指标 拼Ι 产 ⋯ 内进行置换的算符
,

求和号上的撇号表示不包含

重复的项
,

<一&=
, ΑΛ 表示置换 Α 的奇偶性

∋

前面的常系数是为了态矢量归一化 在这样的

态矢量中
,

虽然同时出现费米子算符和玻色子算符
,

但仍然满足泡利原理
∋

当 。 一 Π 时
,

<
∋

的 式变为 <&
∋

, =式
,

当 。 钾 。时
,

‘

<&
∋

Κ=
‘

式与 <&
∋

Ω = 式给出的态矢量是互相正交的
∋

但
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。 Ρ 加
。 ,

一
Ι ,

、
、,, Ψ Ψ Ψ

Ρ
Ψ 、 一 、

Ι

二、 , , ‘、、 了
二 Ι

Ψ 左
足找 】」三匕

、

朋 卜入习
,
曰 仍堆

ϑ 刁 功
户

乙 Θ田口习
一叨

王自女兀 上乳叨 、Μ 一 二丁一
Ζ 乙

& 一 <一 =食

ς =
,

由 <‘
·

Κ ,

式给出的所有态矢量都是互相等价的
∋

对纯费米子空间的基矢 <
∋

约作任何的等价替换
,

都得到另一组与 <&
∋

Ω =等价的基矢
,

它们张成一个与纯费米子空间等价的物理子空间
∋

这样定义的每个物理子空间都将称为

完全的
,

因为它与原来的整个态空间等价
∋

二
、

变 换 算 符

首先
,

考虑如下的
。

况用”

ϑ

太
,

算符
Ι

Ρ 友, ,

[Π ∴<军
”“

·

“
·

“
·

=
”’

<手
““

,

“一

=
”

,”’

一 “, ·

<”,
<买

“一““
,

=
”

<刁
‘二“““‘

=
‘

,。= <
∋

=

显然
,

当 “ , 。

算符作用于原来态空间中的态矢量 界
Ι

界
Ι

⋯界 ,
。

Θ的时
,

将会得到广

义态空间中形如 <
∋

Κ =的态矢量
,

而 嵘
。

则可用来实现相反的变换
∋

实系数 栋
二

用来保持

态矢量的归一系数不变
∋

直接的计算给出
Ι

ϑ , 。

杏丈
、

杏止
Ι

⋯夸吉
Ι 。、。

Ο%=
一 ‘

,

了而蕊万不灭瓦不不页<一 尹爹
凹 Ο。 Ν

⋯、, Ν Ν 耐
Ι

⋯。耐
。

=

。鑫
,

约群 ⋯两成 脚 , Τ ,

⋯ &&Φ , Τ 。

=
一 ‘

。

了荡又下不万不二不
<一 =
午

界
,

界
Ι

⋯魏、
,

,Π=

因此我们选取如下的 毛
, , Ι

”<月 一Δ、

友Μ
,

Ρ <一 =一 ,

了< 二 =Θ Θ , Θ< , Τ ,
= Θ

<
∋

=

为了能够对任意的态矢量实行变换
,

我们把所有的
“ Μ 。

算符加起来
Ι

<
∋

# =
川 Υ Π ” Υ Π

6 一

燕
“二

·

[% ,
<荟

‘“
·

“
·

“

今
’

<军
““

,

“一

=
”

,”,

6 ‘ 一

燕
“, ·

<”,
<多

“一““
,

=
”

<粤
‘二“““

=
‘

,% = <
∋

ς =

根据前面的讨论可知
,

广义态空间任一物理子空间的态矢量
,

被 6 十
算符作用后

,

将

变成原来态空间中的等价态矢量
,

而原来空间的一个态矢量被 ϑ 作用后
,

则变成它在广义

态空间中的一切等价态矢量之和
∋

例如 Ι

6Τ Ο内阿 二际 Ν约二Τ ⋯内 = 一 显
Ι

界
Ι

⋯热 ,。=
用

ϑ 界
,

魏
Ν 二犷 , Ο时 一 艺 陌。⋯ Ξ , Ν。Ξ ⋯ Ν Ξ=

<
∋

Ω =

<
∋

Κ =
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其中
而 一 立 Ψ 一 <一 =“

<
∋

! =

现在
,

从广义态空间中
,

任取一个完全的物理子空间 ]
∋

为了简便起见
,

我们同时用

]来代表这个物理子空间的投影算符
∋

当我们以 ] 算符作用于 <
∋

Κ =式两端时
,

右端只剩

下一项
∋

因此
,

借助于如下的 6 算符
,

可使原来的态空间与子空间 ] 的等价态矢量一一地

对应起来
Ι

6 。 Ρ ]6

6右Ρ 6 Τ ] <
∋

∀ =

设 ∴ 玲Ο为原来态空间的一套正交归一基矢
,

∴6 。 玲Ο则为广义态空间中子空间 ] 的

一套正交归一的基矢
∋

令

Ο⊥=
。 Υ 6 。 ,⊥= <

∋

 =

于是
Ε 。 一 艺 ∴:=。<:&

⊥

Ε鑫Ρ 艺 Ο⊥=。<:& <
∋

Π之

故

6去6
。 Ρ 6 Τ ] 6 Ρ 艺 &:_<:&

⊥

艺 &了=。。<⊥Θ 一 ]

⊥

<
∋

=

6 。6志Ρ ] 6 6 Τ ] Ρ <
∋

=

这就是说
, ϑ去ϑ ] 在原来的态空间中等于

,

而 ϑ % 6声在子空间 ] 中等于
∋

算符 6 。及 6 鑫可以看作 5
∋

6Α ϑΔ& ΚΛ 和 5
∋

89: ϑΜ %: Δ&ΕΛ 等人在建立玻色子展开理论

时采用的变换算符的推广
∋

借助 ϑ 算符
,

可以建立广义态空间中的一种重要的变换算符 ⎯ Ι

( Ρ (Τ Ρ 6 6 Τ
<

∋

# =

显然

α ⎯口 Ρ α <
∋

ς =

(]6 Ρ 6

6 Τ ⎯ 尸 Ρ 6 Τ
<

∋

Ω =

⎯ ]⎯ Ρ ⎯ <
∋

Κ =

根据 ϑ 和 ϑ 十的性质可知
,

一个物理子空间的任一个态矢量
,

被 ⎯ 算符作用后
,

将变成

一切等价态矢量之和
∋

例如
,

以 6 作用于 <
∋

Ω= 式
,

并注意 <
∋

Κ =
,

有
Ι

份

, &。
Ι Ν ⋯

Ν , Ν Ν 。Τ Ν

⋯
Ν Ξ=一 艺 βΝ

Ι

Ξ ⋯ 、, ,

Ν 。, , Τ

⋯ Ν ,
= <

∋

!=
协 , Υ Π

通过 ⎯ 算符与投影算符的积
,

还可以建立广义态空间中另一种变换算符
,

而把任何两

个完全物理子空间的等价态矢量一一对应起来
∋

关于子空间 ] 与 ]
’

的变换算符为
Ι

(口⎯
,

Ρ 6 口刀古
,

Ρ α (]
’

(。
, 。 Ρ 6 %

,

6 古Ρ (占
。,

Ρ ]
‘

(]

<
∋

∀=

<
∋

 =
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设 ]
”

为另一个物理子空间
,

则显然有
Ι

⎯ % 。
,

(。
, % , ,

Ρ ]⎯ ]
’

⎯ ]
‘,

Ρ 口⎯ ⎯
”

Ρ ⎯ 。。
, ,

<
∋

Π =

最后
,

引入如下的算符
, ,

0 及 χ ,

可把 6 的表达式写得简便些
Ι

, 一
,

名 夕丈口
,

0 一 艺 占吉
,

占Ν ,

。 一 。

于
”·‘吉

, Τ
晋丹

’二‘止‘“

<
∋

=

<
∋

=

卜 <一 =
罕

日

德霖
<。,。

·
Ο。=

ϑ

一 <。Θ。 、。=

丫恶需
<一 =
午 <

∋

# =

注意 Ι

, 夕吉 Π = Ρ 夕吉 Π =

0 占吉
,

Ο% = Ρ δΣ吉
,

ΟΠ = <
∋

ς =

三
、

若 干 变换 式

通过直接验算可证明下列关系式
Ι

。一

务
”丈

,‘, ,

:%= 一

气, Π Τ 户

<。:
。

务
”产

,‘吉
,

<, 吉=一

若
二

α
,

χ Τ
】%= 一

<。Οχ 夸声夸吉Ρ

夸
二χ 】% = Ρ

<一 =
· 。

茶
”吉

, ‘, ,

&。=
<#

∋

=

夕
二 ≅

,‘, ’

ΟΠ =公
ε

洛

<Π &
≅

”Ν ,‘吉
,

<夕吉=
<#

∋

=

夕沪
,

χ Τ Π = Ρ Σ
, 二χ Τ

Θ% =

<Π Οχ 夕吉夕吉Ρ <Π ,χ 占吉
,

<#
∋

# =

怀
十
万

‘浏界

[。‘”
‘““一 ‘。’”

‘

<
““Τ

χ Ο% =

Σ吉
,

夸
,

<#
∋

ς =

、

&
φ飞」

Τ⎯一、产

由  !
∀

# ∃  !
∀

% ∃ 及  !
∀

& ∃ 可直接求出 界及 易在 ∋ 变换下的表达式
(

∋ 界∋ 十 一 )夸吉∗
+
一 )夸吉∗少

∋ 夸
二

, − 一 )夸
,

∗
( . )夸

,

∗
(

 !
∀

/ ∃

 !
∀

0 ∃

其中

)互吉∗
(

)夸( ,
1 一 、

丫兴资并
一 、

丫丹恶
十

扁勒
·

风

丫丹恶

 !
∀

2 ∃

 !
∀

3 ∃
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∴纷
Ι 一 ∴。Ι Ο卜丫藉恶粉丫恶乐勒、

,

云旨
∴。

Ν

Ο
Ι
一 ∴。卜了亘兵弃

、

<#
∋

 =

<#
∋

Π =

由 <#∋ # =式有

嘟夕言六狱雨 二 (Σ
Τ

” ’

丫歹不飞
∋

丫<
。 十 Φ =<, 十 =

。 。 Ρ
,

Ρ

吓沪式 Ρ 甲井井Υ Υ 二 Σ
,

厂
∃ 0 Τ

<#
∋

=

借助 <
∋

= 及 <
∋

=式
,

可利用 <#
∋

! =一<#
∋

Π= 构成 犷 与 夸的各种积的变换式
∋

设

算符积 ‘ ‘
Ι

⋯宁从 中
,

每个 γ 算符代表 犷 或夸
,

在 6 变换下有
Ι

6 宁, Ι

宁, Ι ·

“ , Ν Ξ6 Τ 一 6‘
Ι

, , Ι

⋯夕,

卜
Ι

6 Τ ]6 , 二, 6 Τ

Ρ 6 夕Ν Ι

6 Τ ⎯ 6 宁,

⋯甲Ν , 6 Τ

故

6 Ν , &

叮Ν Ι

⋯ , 二、6 Τ 一 6 、Ν ,

、二
Ι

⋯‘卜
Ι

6 Τ
∴, Ν , Ο

Ι

Ρ ∴宁
Ν ,

Ο
Ι 6 , Ν Ι

, , Ι

⋯ , Ν , 6 Τ <#
∋

=

由此递推下去
,

当 6 6 Τ
出现在最左端或最右端

,

或者出现在某个中间位置时有
Ι

6 宁, Ι

, Ν Ι

⋯宁, , 6 Τ 一 ⎯ ∴宁
Ν ‘

Ο
Ι

∴叮
Ν Ι

Ο
Ι

⋯ ∴叮
Ν , Ο

Ι

Ρ ∴夕
Ν ,

Ο
乙

∴宁
二 Ι

Ο
Ι

⋯ ∴宁
Ν , Ο少

一 ∴, , Ι

Ο
乙

∴, 、 Ο
Ι

⋯ ∴宁, Ο少 ∴, Ξ
Ι

Ο
Ν

⋯ ∴饭Ο
Ι

’

<#
·

# =

也可以借助 <∋ = 式把 6外 ‘
Ι

一 , 以6 十
分解为由。算符隔开的若干个因子

,

每个

因子都可以采用以上任何一类表达式
∋

例如
Ι

6 γ Ν ,

γ二
Ι ’ ‘ ’

γ 二 , 6 十 一 6 叮, Ι

叮‘
’ ‘ ·

宁, , 6 十⎯ 6 夕阶
‘

⋯叮凝6 Τ
∋

Ρ 6 叮, Ι

夕凡⋯宁二, 6 Τ口6 夕心Τ ,

⋯ γ , ‘6 Τ ]
’

6 γ 勺Τ Ι

⋯。从6 十

Ρ ⋯ <#∋ ς =

此外
,

还可以利用 <#
∋

= 式改写以上各个变换式
∋

顺便北出
,

由 <#
∋

# =式可得到如下的推论 Ι

6 杏吉
,

杏吉
Ι

⋯夸吉, ΟΠ _ Ρ ∴杏吉
‘

Ο
。

∴夸吉
Ι

Ο
Ι

⋯ ∴夸丈小 ∴Π = <#
·

Ω =

再利用 <
∋

Κ = 式有
Ι

币

∴夸Ν
Ι

Ο
Ν

∋

∴杏吉
Ι

Ο
Ι

⋯ ∴夸吉, Ο
Ι
∴% =一 名 Ο。

Ν Ν Ι

⋯ Ν 。 Ν Ν 。Τ Ι 二 Ι Ν , = <#
·

‘Κ =
协Υ Π

四
、

] 子空间中的等效算符

与前面一样
,

设 α 代表广义态空间的一个完全物理子空间
,

原来的态空间中的任一算

符 α 的矩阵元 [了Θα ∴⊥’= 可以表示为] 子空间的一个等效算符
α 。 的矩阵元 。<  。&⊥’=

。 Ι

<⊥Οα Ο⊥
’

_ Ρ <⊥Ο6 鑫6
% α 6 古6 。】⊥

’

_ Ρ 。<⊥ 6 % α 6 苏,⊥
‘

=
。

<ς
·

=
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因此
, α 在 ] 子空间中的等效算符为

α 。 Ρ 6 % α 6 右Ρ ]6 α 6 Τ ] <ς
∋

=

显然

α 占Ρ <α
Τ
=
。

<ς
∋

# =

<α ;=
。 一 α % ; 。 <ς

∋

ς =

其中左也代表原来态空间的任意算符
∋

界 或 夸
二

的等效算符
,

可根据 <#
∋

约 及 <#
∋

Κ =式直接得出
Ι

<曹吉=
。 Ρ ]尸∴夸丈Ο

Ν

] Υ ]∴α吉Ο少] <ς
∋

Ω =

<夸
Ν

=
。 Ρ ]⎯ ∴夸小口 Ρ ]∴夸

Ν

Ο少] <ς
∋

Κ =

由于 6 十]6 在原来态空间中等于
,

使得结合律 <ς
∋

ς = 成立
,

我们可以通过 ∴互吉Ο
Ξ ,

∴犷 Ο
Ι ,

∴查
,

Ο
Ν
及 ∴杏

,

Ο
Ι

的积来表示 如 ‘
Ι

⋯ γ、 的等效算符
∋

为此
,

只需在上节所给

内谓
, Ι

⋯叭6Τ 的表达式中左乘和右乘投影算符 ]
∋

例如 Ι

<宁
, Ι

, , Ι

⋯ , , Ξ=
。 一 ]⎯ ∴, , ,

Ο
Ι
∴、

, Ι

Ο
Ν

⋯ ∴孕
Ν , Ο

Ν

]

一 ]∴, , 、

Ο
Ι

∴, , Ι

Ο
Ι

⋯ ∴, Ν 、Ο
Ι ⎯ ]

Ρ ]∴、
, ,

Ο
Ι

∴、
, Ι

Ο
Ι

⋯ ∴。
, ‘
Ο

Ι ⎯ ∴, Ν Ι Τ 、

Ο
Ν

⋯ ∴、
二、Ο]

一 ]⎯ ∴, 二 Ξ

Ο
Ν
∴,

, Ι

Ο
Ν

⋯ ∴。
Ν ,
Ο

Ν

]∴, , Ι Τ ‘

Ο
Ι

⋯ ∴, 从Ο
Ι ⎯ ] <ς

·

! =

也可借助结合律<ς∋ ς =把 <‘
Ι

如
Ι

⋯ γ从=
。
分解为若干个因子

,

每个因子都可采用<ς
·

! =

中任一种表达式
,

这点与上节讨论的 ϑ 变换式的情况是类似的
∋

同样
,

现在也可用 <#
∋

=

来改写等效算符的各个表达式
∋

我们看到
,

在等效算符的表达式中
,

含有 ⎯ 算符
∋

以 <ς
∋

!= 的第一式为例
,

当它向右作

用于] 子空间的态矢量时
,

首先施行 ∴‘砂
Ν ,

∴γ以
一 Ι

Ο
Ξ

⋯ 等算符的运算
,

这样得到的结果

已经不完全满足泡利原理
,

但经过 ⎯ 算符作用后
,

变成了满足泡利原理的一系列互相等价

的态矢量之和
,

然后再经过 口的作用而挑选出⎯ 子空间的成分
∋

如果把 <ς∋ ! =的第二式向

右作用于 ] 子空间
,

则态矢量首先被 尸算符所扩充
,

接着受 ∴γ从Ο
Ι ,

∴γ , 一 ,

Ο
Ι 等作用

,

这时

也不完全满足泡利原理了
∋

最后经过 ] 算符的作用而投影到 ]子空间
∋

下面写出几种简单的等效算符的某些特定形式
∋

<““‘
·

,一 α ⎯

<
“Ν“

·

Τ

万
”Ι 孟‘一

=
] 一 ]

<
“‘“

·

Τ

万
“

孟‘一

=
尸] <‘

·

∀ ,

气

‘。十 Ι Τ 、
Ψ

Ψ Β χ 。十 。、

φ<、 Τ 。 Τ =<0
’

Τ , Τ Ι = Β

、 Σ 拌 , ⎯ Φ 夕 一 丫
盆 尸拜 尸 , 愧 ,

Ρ

—
一下一一了一了万万一一育一二二一一一

η 一 丫
∗ 气刀 十 &少气Β 十 δ少

一 。尸云Ι
·

丫
‘丝土卫孺兴土竺卫

。

一 。

恤丫粤耍画
十 硫 一

黔君八
φ

Τ 艺 西吉再夕
Ι

一艺
占Ν沪吉凡 ∴ 万 Τ Ψ Ψ

: ‘ ,

—
: 夕

ι ∃ 又0 十 Β Τ & =<0 十 刀 十 =
<ς

∋

 =

<易杏
,

=
。 Ρ <杏吉夸声=占
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0 Τ

<0 Τ 。 Τ &=<0 Τ Β 一 =

时
, ,

占二Ι 占
, Ι ,

一 名 ‘夕
Ν 西

, ,

⊥ ∴<
, Τ =<。 Τ =

。 。

万
‘

,

—
(

孟

夕
,

一 χ “ ,

7 ∃ 0 十

十 艺 时凡‘
,

’

‘、,一4产567十一一

一

叼. 号兴
.

占扩。

一 。

了哄岩斋孚
, , ,

,

。。
 &

∀

# 8 ∃

‘““
(

‘“
(

“
· ,

“、’一 。

)
““““

(

“一“
一

‘“
#
内‘一 “

一

‘(
(

、

名
9并

,

9
·( ( 9一

7
、∀∀卜

∀

∀:

;
‘
且

梦

∀

乡

%
砂

一 , 声
( 二 (

艺 片夕
, (

,
, ( ,

− 9吉
( + (

艺 片夕

7
)
“‘,

夕声夕
, (

夕
, (

一 9言
(

‘9
, ( , (

十 艺 9吉
( ( 9吉

( ( 产9 , ( ,

9
, , , %

− 名
占吉

5 ,

夕言夕
; 9

, 5; 5

一 名
占( 二 , “

(

,
·9

·+ ,

(  &
∀

# # ∃

 鱿筑毯犷
。

∃
。 .

。尸

 
西(

, + (

, (
,

夕
·

−

万
乡声

(·(

, 声
! < ‘一

了互丝土业立竺土
生土卫= 7

入了
∀

书 ∃

 夸吉
(

夸声
(

夸声
,

蜜言
+

∃
。 一 7 9吉

( , (

9吉
, + +

 &
∀

#

>

?鱼土州卫兰丛些组卫渔竺垫里鱼狡业 。
一

≅  Α − % ∃弋Α − & ∃

# % ∃

 &
∀

#! ∃

在以上的讨论中
, 7 可以是任何一种完全物理子空间

∀

如果 7 满足某些特殊的规定
,

则等效算符的某些特定形式可以作进一步的简化
∀

例如
,

如果规定
,

7 中具有一个确定 及

值的形如  #
∀

0 ∃ 的所有态矢量
,

都具有相同的 Β 值
,

那么
,

 &
∀

/∃ 及  &
∀

# #∃ 各式中的 Χ算

符就可以换成 ‘

一
般地说

,

当 宁访
, (

⋯ 宁, 与名 界夸
二

对易时
,

在它的等效算符的表达

式中总是存在一类特殊形式 7尸Δ 7 或 7 Ε 尸7
,

其中 Δ 或 Ε 与算符
”
对易又与 Α 对易

,

如

果子空间 7 符合这里所说的规定
,

则 7 Δ 7 一 7Δ 7
,

7 Ε 7 . 7 Ε 7
∀

为了证明这一点
,

考虑 7 Δ 7 作用于口子空间态矢量 ∗八拼
%

⋯ 两蔽 内 , − +

一八 ∃的结果
∀

在 7作用后没有改

变
∀

当 Δ 作用后
,

玻色指标数目及总指标数目都不变
,

故把 Δ 7 Φ八产
%

⋯ 产、+ 脚。十
(

⋯ 入∃

反对称化之后仍然是 口子空间中的态矢量
,

注意 算符兼有反对称化的作用
∀

因此 口 Δ Γ

可以改写为 7 7 Δ 7
,

这就导致我们所要证明的结论
∀

如果我们令 7代表 Η Ι; ϑ ΚΙ 5ΛΜ Ν&# 的子空间
,

即每一个形如 5
∀

0 ∃ 的态矢量都具有 %而 .

人一
5 一  一 # ∃ 灸

%

的玻色指标
,

则在  &
∀

/∃ 一 &
∀

# ! ∃ 各式中
,

除了  &
∀

Ο ∃ 的第一式及  &
∀

# 8∃

的第三式以外
,

都可把 Χ算符换成 #
∀

并且
,

在  &∀ Ο ∃ 第三式中的 ‘君 项
,

 &
∀

# 8∃ 第一式

中的脚
,

项以及  &∀ # #∃ 式中的酷
(

滩声、凡
(

项都不起作用
,

可换成 8∀

在下一节
,

将会看到在另一种子空间中改写等效算符的例子
∀
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五
、

例 子

现在
,

以一个简化模型为例 Χ# ,

选取特定的子空间
,

写出哈密顿量算符
∋

在这个简化

模型中
,

单粒子能级只有两条
,

由
9 Ρ 土 来标记

‘

每条能级都是 。度简并的
∋

“
真空

态
” 。_表示

。 Ρ 一 的能级已被填满
,

而 。 Ρ Τ 的能级完全没有粒子
∋

茹
。

代表粒子

或空穴的产生算符
,

其中Μ 为简并指标
, Μ 9

就是前面的 拼
∋

界
、

Θ的表示一个粒子处于<Μ &=

态
,

杏篇一
? Π = 表示一个空穴处在 <。 一 &= 态

∋

氛
Ι

Θ的 Ρ 彗。一
、

Θ%= Ρ Π
∋

按照 〔#Λ 的写法
,

哈密顿量为
Ι

) 一 生甘丫 <α鑫
Ι

参。
,

一 α , 一 Ι

井一 Ν

= 一 Ε 口<. 广.
Ι
Τ . Ν . 广=

气犷
<Ω

∋

=

其中 〔代表两条单粒子能级之间的距离
, ∃ 代表相互作用强度

∋

. 广是如下的算符
Ι

‘ Ρ 书二名 搞爵
一 Ι

∋

丫 口 ,

<Ω
∋

=

把 时态的能量当作零点
,

并令
。

φ Ψ

Ρ — 戈七 十 不,

=
,

则哈密顿量改写为Ι

刃 一 。

艺 孺氛
。

一 ∃
艺 品

,

界
一 Ν

如
一 Ν

如
,

<Ω
∋

# =

根据 <ς
∋

Ω= 及< ς
∋

= 式
,

可把 万在物理子空间 ] 中的等效算符写成
Ι

万。 Ρ ]⎯
∋

扩
Ι

α Ρ ]扩
,

广⎯ ] <Ω
∋

ς =

其中

‘
Θ
一 ‘

。
十 6 ‘” 十 3

<万
‘“

,

, 一

=<买
“才凡

,

一‘邢
, ,
·

=
Τ ∃

<冬
”“

, 二一

=<军
“““。

, Θ‘

一=
Τ ∃

<万
‘“

,

。一

=<烈
‘“

·

‘

一
‘。

, ,

今 <Ω
∋

Ω =

Ε ‘
, , 一 一。万 以渭鑫

一声, , 一Ι

凡
, Ν

<Ω
∋

Κ =
加份 ,

一 ‘

<荟
““

·

“, ·

十

军
‘“

·

‘·

今
一 3

<万
‘“

,

, 一

=<粤
‘二

, , 。 ,

一

= <Ω
∋

! =

现在
,

我们试选取一个与 〔#〕最接近的子空间
∋

为了方便
,

把原来态空间的基矢写成

如下形式
Ι

缄品厂
Ι

⋯绮
&

纵
一 Ι

绮
Ν

⋯井班却
一 Ν

⋯绮乒
一Ι

】%=
‘

<Α∋ Α=

其中 & 十 左< 。
, &十 β成 。

,

碱
,

⋯。笼中任何一个都不等于 二 Δ’∋ 二 。 Ν
‘

一 中任何

一个
∋

我们规定
,

一个形如 <Ω
∋

Ω= 的态矢量在 ] 子空间中的等价态矢量是

&Μ
, & , 。 Ι

一 Φ ,

⋯ 。 , , , , , 一 Ι Μ ΙΦ一 Μ 又Φ
, Μ Ν

,

一 &⋯ 。 Ν
’

一 Φ =

一
Ψ

φ <
‘= Θ Θ <及Τ Α= Θ

丫 < Τ 反Τ β= Θ
艺

‘

<一‘=
『‘,+ Σ鑫

, Ι一
Ι

一
Σ盗, , , , , 一 ,

尹未Ι
Ν

⋯夕鑫夏
,

夕森Ι
,一 Ν

⋯夕志夕
, 一 Ν

β%=

<Ω
∋

 =
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考虑算符 ](3] 对 ] 子空间中形如<Ω
∋

 =的态矢量 Ο
9
= 的作用

,

<当然 ]】
9

= Ρ Ο
9
==

∋

这个 3 假定为扩
、

中的某一项
∋

3 作用于 Ο
口
= 时

,

显然不改变犷 算符的数目<也不改变尹

算符的数 目=
,

此外
,

由于它的特殊结构
,

也不改变 <Μ & , Μ 一 &= 型指标对的数 目
∋

因此
,

3 ⎯ &
。
=在反对称化之后仍为 ]子空间中的态矢量

∋

由于 尸算符兼有反对称化的作用
,

故

](3] 】
9
= Ρ ](]3 ] Θ

9
= Ρ ]3]】

9
=

,

即 ]⎯ 3] Ρ ⎯ 3 ]
∋

类似地考虑 尸向左方运算可

得 ]3(] Ρ ]3]
∋

由此可见
,

对这里选择的 ] 子空间来说
,

可以把 <Ω
∋

ς = 式中的 户算符换成 & ,

也可以把

其中的 尸
∋

扩
, Ι

换成
∋

罗尸等等
∋

这样一来
,

万。
就可以写成

Ι

万。 Ρ ]
∋

扩
,

] Ρ ]
∋

罗
,

广] Ρ ]
∋

犷
δ

] Ρ ]
∋

罗
#

] <Ω
∋

Π =

其中

扩 一 ‘。 Τ 6 ‘” 一 ’3

<万
“

Θ
,

二一

=<万
“Ν “

·

=<菩
, 。

, Θ

一=
一 ∃

<名
‘“

Θ ,

一勺<艺
‘“

·

‘二

丫耳
Σ一

,

。 ,

一
、 <Ω

∋

=

扩
,

一 汤
。
Τ Ε ‘, , 一 。

艺
乡蕊

Ι ,

沪蕊
一 ,

凡
,一 Ι乡二

, Ι , Ν

一 ∃
艺

‘丈
Ι , 一 Ι

酷
Ι

凡
, Ι Σ ,

,

。 ,一 Ι

一 。 艺 嵘
Ι , ,

右吉
, 。一Ι , Ν

,

, , 一Ν 占。
, ,

, ,

<Ω
∋

=
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1
∋

8 % ?? ≅ &Α皿
,

1
∋

8
% ??≅& Α% Β ,
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∋

八% κ
∋

,件公
∋
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∋
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∋
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,
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∋ ,
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∋
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Κ Ν
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∋
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∋
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∋ ∋
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∋

∋

7 ≅艺?
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,
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∋
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∋

石时衣
,
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血

9 】≅ Γ
,
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,

卫而泌
,
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∋
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,
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, ∋∋ι, ∋ι, ∋ι
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∋
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Ε Λ 5ΘΙ 朋 Ι Ρ Σ ≅
∀

Τ
、

= Λ 5Λ ,5Ρ ϑΜ 6 ,

万创口%
∀

尹几, 召
∀ ,

!Ο  # Ο0% ∃
,
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1∀11∀1∀1∀Υ∀

∋ ϑς Θ
,

Χ; 匆
; ∀

ΥΚ
Λ
盯

∀

Χ Κ , / ∀ , % !  #Ο0 8 ∃
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∀

Η Ι; ςΒ
Ω ; Θ Λ Ξ Ι 5

,

乃
。夕,

∀

; Κ Λ Ω 护∀

Χ Κ万/
∀

 Ψ 6Ω Ξ Ω ∃ ! #  # Ο 0& ∃
, # 8 8 Ο

∀

Ε∀Ε∀Δ∀Ζ∀Ζ∀[∀[∀[∀∴∀Υ∀Υ∀

, 月,:5 ,5: ∀∀:∀8八8#了;∀Π;∀∀Π]‘
∀

Δ Ε ⊥ ∴ ⊥ Α
·

][ 1 Η Φ⊥ Α Ζ [ ∴ _ ΦΧ Υ Φ⊥ Α ⊥ ] Υ ⎯ [

Α ∋ _ Π [ Δ 1 Η Δ Α αβ Ε ⊥ Ζ α Χ1 ⊥ Ε Π[ Η

α Δ Α Τ = [ 一
! [ 二 = Ω Ω Α Λ α ς

一

ϑ 1 ς 7; ⎯ ς χ α Δ Α Τ Π Θ 一Η Φ Α Τ

 Ζ
召夕Ι ,

·

Ξ饥 Λ 九亡 Ω δ Χ Κ6名艺Λ凡 ΧΛ 死艺兑 Γ ∋ ”艺”Λ ; ϑ云艺絮∃

Δ Ρ Λ ε δ Ω ; Β Ι5ΘϑΒ Ω δ ΞΚΛ Ρ ς Ω 5Λ Ι ; Β Ι Ρ 6β 9Ω Σ 6 Χ ; Ω 95Λ Β Θϑ Λ ϑ Ξ Ι9 5Θϑ Κ Λ Σ ΘΡ ε Κ #Ω Κ Ω Ρ Λ

Λ Ι Ρ ε Ω
;Μ ε ΘΞΚ , Ι ; Θ Ω ς ϑ Κ 6ϑΘ

Λ 缸 ϑΞΙΞ Λ , Λ Ω Ξ Ω ; ϑΧΙ Λ Λ ϑ Λ Ω Ρ Ω ΘϑΞΘ Ρ Γ Ω δ 9 Ω ΞΚ ] Λ ;
ΒΘ Ω Ρ ϑ Ι Ρ Σ

Ε Ω ϑ Ω Ρ ϑ , Ι55 9 Λ ΘΡ Γ Λ φ ς5 , Ι5 Λ Ρ Ξ ΞΩ ΞΚ Λ Ω ; ΘΓ ΘΡ Ι 5 Ω Ρ Λ Λ Ω Ρ ϑ Θϑ Ξ ΘΡ Γ Ω Ρ 56 Ω δ ] Λ

;Β ΘΩ Ρ ϑ
∀

γ ΘΞΚ ΞΚ Λ Κ Λ 5Χ Ω δ ΞΚΛ ς ϑ ς Ι 5 Λ Ω 刃75Ρ ςΞ ΙΞ Θ Ω Ρ ; Λ 5Ι ΞΘ Ω Ρ ϑ Ι Ρ Σ Ι Ρ ΞΘ Λ Ω Β Β ς Ξ匕ΞΘ ΩΡ ; Λ 5Ι Ξ ΘΩ
珊

9 Λ Ξε Λ Λ Ρ Ξ ΚΛ Ι Ρ ΡΘ Κ Θ5Ι Ξ ΘΩ Ρ Ι Ρ Σ Λ ; Λ Ι Ξ沁Ρ Ω Χ Λ ; ΙΞ Ω ; ϑ Ω δ Ε Ω ϑ Ω Ρ Ι Ρ Σ ] Λ ; Β ΘΩ Ρ , Ι 罗 Ρ Λ ; Ι5 ΘηΛ Σ
ϑ Ξ Ι Ξ Λ , Λ Λ Ξ Ω ; ϑΧΙ Λ Λ Θ、 Λ ϑ ΞΙ9 55 ϑΚΛ Σ

,

ε Κ ΘΛ Κ Λ Ω Ρ Ξ ΙΘ Ρ ϑ Ι 55 Ξ Κ Λ ΧΚ6ϑΘ Λ Ι 5 ϑ ΧΙ Λ Λ ϑ Λ Ι Λ Κ 9 Λ ΘΡ Γ
Λ φ诚, Ι5 Λ Ρ Ξ Ξ Ω Ξ Κ Λ Ω ; ΘΓ ΘΡ Ι 5 ΧΚ6 ϑΘ Λ Ι 5 ϑ ΧΙ Λ Λ ΘΡ Ξ Λ ; Β Ω Ω δ Χς ; Λ ] Λ ; Β ΘΩ Ρ ⊥Χ Λ ; Ι ΞΩ ; ϑ

·

Υ ; Ι Ρ ϑδΩ ; Β Ι Ξ ΘΩ Ρ 9 Λ
Ξε

Λ Λ Ρ ΞΚ Λ ϑ Ξ Ι Ξ Λ , Λ Λ ΞΩ ; ϑ ΘΡ , Ι ; ΘΖ ςϑ
Λ φ ς Θ, Ι 5Λ Ρ Ξ ΧΚ6ϑ ΘΛ Ι5 ϑΧ Ι Λ Λ ϑ Ι; Λ

Λ Ω Ρ ϑΞ ; ς Λ Ξ Λ Σ
∀

Ε Ι ϑ Θ Λ Ω Χ Λ ; Ι ΞΩ ; ϑ ΘΡ ΞΚ Λ Ω ;馆ΘΡ Ι 5 ϑΞ Ι Ξ Λ 、ΧΙ Λ Λ Ι ; Λ Ξ; Ι Ρ ϑδΩ ; Β Λ Σ ΘΡΞ Ω Λ δδΛ Λ Ξ Θ, Λ

Ω Χ Λ ; Ι ΞΩ ; ϑ Θ Ρ Ξ Κ Λ Ρ Λ ε ΧΚ 6ϑ Θ Λ Ι5 ϑ ΧΙ Λ Λ ϑ
∀


