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摘 要

本文先用 �  !!
。 函数方法证明

一

非相对论量子力学中的 ∀! #∃ %
。
定理有如

下形式
&

∋  。 , 。、 (
, , % 、) ( ∗ 一 )+ 正

—
∀ ,, ∋戈 − . 一

一

/ 0 、% 1 」

—
公 .

2∃ 3 . 占, ∗ 4 +

摇后导出了它在 5∃ 二 方程中的推广形式为
&

。
盒
‘ , 一

, 、一 , 一 上 6。
‘

∗ , + 一 7
‘

∗ 89 + : 。
‘

∗ 一 89 + 一 7
‘

∗ 一 , + ;

∗ 一 ∋ +
‘

<
) 2∃ 3 . 占

&

∗ = + : 2∃ 3 . 占
‘

∗一 。 + )
>

对于 ?∋ ≅ 3 一

物 ≅9
3
方程

,

则可以有两种形式
&

,

Α
: , 士 。

7
一 , 一 上 毛。

&
∗ , + 一 , , ∗ 89 + 士 6 。, ∗一 = + 一 。,

∗一 二 + ∋Β

 一

<

文中对此定理的含义
、

检验 了这些公 式
>

立 6兹3 & 。&∗。 + 士 2∃ 3 , 。, ∗ 一 。+ ;
>

应用范围及有关问题作了讨论
,

并就方势阱的
‘

态问题
,

一
、

引 言

非相对论量子力学中的 ∀!
#谊 29 3

定理比
, 可叙述如下

&
一粒子在中心势场 Χ ∗

7

+ 中

运动
,

# ∗
7
+ 满足条件犷

7

口 ∗
7

+ Δ≅
,

Ε 89 及 Α
‘ , ,

Β。∗
7
+ Δ≅

,

Ε 89
,

则散射态波函数在
Φ 4 Φ Γ

零动能∗零动量 +下之分波相移 恐
”‘∗。 一 “‘∗ ”+ 与粒子在该势场中具有同一轨道角动

量 ∋ 的束缚态能级数目
。 &

∗ 不计磁量子数的简并度+
,

有如下的联系
&

了
,

)
% 尤 气 刀 ∋ 十 —+ 如 Η Ι 9 ,

且 ∋∃= ϑ9 ∗咬+ % Κ
,

友咔 4

其它情形
> Β

∗ , ’+
、
、产

、

,3/3甘
1‘
、

厂
Λ

‘
厂 万Μ沙占ϑΝ!
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在通常的证明方法中
,

4= <> 函数 ?3≅妇 的解析性是十分重要的
Α

看来
,

在实际应用中
,

对 0: 1; 2 <= 2
定理往往注意不够

Α

例如在低能
‘

波散射的有效

力程分析法中
,

常定义一个散射长度
“ 9

一生 一 9 Β 以
: = > 。 。

≅友Χ 7
Α

≅7
Α

Δ Χ

有时把此式进一步简化成

9 Β 旦匹业
, , =

及
≅7

Α

� Χ

并从势场 1 ≅ΕΧ 能容纳束缚态波函数的分析指明
召 Φ = ,

则由 ≅3
Α

� Χ式 占。 ≅ΓΧ Η = ,

这

就与吸力势场中相移必定为正的一般规则 ≅见下面定理二 Χ矛盾
,

也与 ≅7
Α

7Χ 式不符
Α

为

了避免这种含糊情形的发生
,

我们希望对这个定理给一个比较直观的证明
Α

本文采用的

Ι Ε::
2 函数方法

,

在精神上同 4ϑ 5Κ Λ3<
,
和 ΜϑΕ> ;2Ν

!Ο 的证明方法有类似之处
,

但可能更简捷

一些
,

并较易于推广到相对论方程的情形
,

因为在后面的情形中
,

看来是很难采用解析性

的严格证明方法的
Α

我们的讨论将都限于定域的中心势场 8 ≅
Ε

Χ 是无奇性的短程势而

行为良好的情形
Α

二
、

< Κ Λ Ε Π Θ ;2 Ρ : Ε

方程的情形

我们证明 0:1 ;2 <= 2
定理的方法分两步走

,

先证明在吸引性势场增强时具有角动量 3

的束缚态增加的数目等于散射态中减少的数目
,

再给 出后一数目与散射相移的联系
Α

7
Α

数学准备

记无势场情形下定态 次Λ闹;2Ρ :Ε 方程之解为

#Γ 价≅Ε Χ 三

有中心势场 8 ≅
Σ

Χ 时之定态解为

方Δ

Δ Β

价≅Ε Χ
9

甲
Δ
价≅Ε Χ Τ

价≅Ε Χ 9

& 币≅Ε Χ
Α

≅Δ
Α

7 Χ

月价≅Ε Χ 三 一二
甲

Δ
必≅Ε Χ Υ ) ≅

Σ

Χ 必≅Ε Χ 一 万 价≅Ε Χ
Α

Δ Β
≅Δ

Α

Δ Χ

用球坐标作分波展开后
,

价≅ΕΧ 的渐近行为是

价 ≅Ε Χ

一
;‘ ≅Δ Δ Υ 3Χ

。‘占‘ς ,
≅

: = < 口Χ

3
<;2 ≅左

Ε

一 了 ‘ Υ 子‘Χ

左
Ε

≅Δ
Α

� Χ艺间

这里定义了相移 占, 二 饥≅钓 Τ 占才≅& Χ
Α

≅Δ
Α

7Χ 式的推迟 Ι

Τ 函数由下式定义
9

≅& 一 #
。
Υ ;刀Χ Ι 。

≅Ε
,

Ε
‘

Σ & Χ Τ 舀 ≅Ε 一 Ε
’

Χ
,

≅Δ
Α

! Χ

‘。

≅Ε ,

Ε’ Σ & Χ 的 )= 5Ε ;:Ε 变换

≅Ε , Ε
,

Σ > 一 >‘Χ

≅令 方 Τ

一 生≅
Ω

Δ 汀少一的

‘ ≅Ε
,

Ε
’
Σ & Χ

。一‘五≅‘一“ , Θ & ,

≅Δ
Α

弓Χ

奇
一 #Γ

Χ
‘。

≅二 Ε
’
Σ

> — 3 Τ 占≅Ε
,

Ε
‘

Χ 占≅Ξ 一 > ,

Χ
,

≅Δ
Α

Π Χ

ΙΓ
了

≅,ΑΨ’

程方足满

它们都可用≅Δ
Α

7Χ 式解出的本征函数展开
9
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Ι 。

≅Ε , Ε
,

Σ
“Χ 一 又 杏≅

电汉9交
Α

气尸 百 一 万 ,

十 切
≅Δ

一

 Χ

其中
,
标记各量子数 ≅可以是 篮 或 左

,

3, 。 Χ
,

丸≅ΕΧ 为归一化的本征函数
Α

‘。

≅
Ε , Ε

’

Σ , 一 , ‘Χ 一 一 ‘
习 币

,

≅Ε Χ币产≅Ε
‘

Χ
: 一‘, ·“一 , ” ϑ≅

, 一 , ,

Χ
,

以 ≅Δ
Α

 Χ代入≅Δ 分式
,

≅Δ
Α

Ζ Χ代人≅Δ
Α

Π Χ式
,

≅Δ
Α

 Χ 代人≅Δ
Α

! Χ式
,

并用完备性定理

艺 价
,

≅Ε Χ 功少≅,
’

Χ 一 “≅Ε 一 Ε
‘

Χ
,

≅Δ
Α

Ζ Χ

≅Δ
Α

� Χ

上述各式都不难证明
,

对于有势场的情形
,

只须改 #
。

” # Τ 从 十 8 ,

人≅ΕΧ Τ 么≅ΕΧ
,

此时 玩≅Ε
,
Ε’ Σ 石Χ 变为 ‘≅Ε ,

Ε’ Σ & Χ
,

两者有如下的联系
9 Ε习

‘≅Ε , Ε ,

Σ “Χ 一 、≅Ε , ‘
,
Σ “, Υ

[
‘。 ≅Ε , Ε

, ·
Σ “Χ ) ≅Ε

, ,

Χ “≅Ε
, , ,

‘ Σ “Χ ΘΕ
, , Α

现在我们限于讨论中心势情况
,

)≅ΕΧ 一 1 ≅
,

Χ
,

把≅Δ
Α

! Χ式及棺应之方程

≅万 一 月
。

一 犷≅
Ε

Χ Υ ;刃Χ ‘≅Ε , Ε
‘
Σ & Χ ‘ 沙≅Ε 一 Ε’Χ

≅Δ
Α

7 Γ Χ

≅Δ
二

7 7 Χ

按球坐标展开
,

令

‘ ≅Ε
,

Ε
’
Σ 刀Χ 一 艺艺 6 , , ≅乡

,
, Χ 6粼≅口

’ , ,
’

Χ 。,
≅

,
·

, ∴

≅Δ
一

7Δ Χ

即得
于二

Α

3 Θ

于 乙 气 Τ 兮

Ω
9

—
尹 Ω

>
]

Δ切 Ε 泌 Θ Ε 手 一 )

≅ΕΧ , 3伞土垃
Δ切 Ε ⊥

十 ;,

3
“ [‘一

Σ & Χ
,

Ε ’

Σ 石 Χ Τ
占 ≅

,
一

Σ ’

Χ
Α

丛≅立 6 , Β ≅。
, 甲Χ

,

Ι ‘≅

么≅ΕΧ Τ

‘

’
Σ 刀Χ ]

5 3,

≅犷Χ
“
六≅

9 ‘

Χ
,’ Σ ’

≅万 一 &
,

十 ;劝
≅Δ

Α

7� Χ艺凡

约
,

≅
尹

Χ 满足方程

尹

Θ 厂 Δ

构
二

价 Χ Υ _ Δ , &,
,

一 ⊥= 1 一
3 ≅3 Υ 7 Χ

Ε Δ

“ Σ ,

≅
Σ

Χ Τ = ≅Δ
Α

7! Χ

铆式
犷
Χ 满足边界条件

5 , ,

≅, Χ

, , ,

≅= Χ 一 。,

当 &
Σ

Φ = , ⊥= &
,

Τ 及已一 左
, ,

一 。 ,、 ≅
,

Χ一
、 , Σ 2

≅交
,

!

一咨
二 Υ 。, ≅, Χ、

> 今 苗 、 ⊥ ∴

≅Δ
Α

7⎯ Χ

≅Δ 7 Δ Χ代入 ≅Δ
Α

7 Γ Χ式
,

就有

口≅
, , Σ ‘ Σ & Χ Τ 吼≅

Σ ,

,
Σ 9

卜 α了
“‘≅

· , ,
·

‘’
Σ “ , 8 ≅

,
·

“
, Ι [≅·

’‘ ·

Σ ‘
9 & Χ , ”⊥Θ , “

Α

≅Δ
Α

7Π Χ

Δ
,

渐近完备性定理

现在我们来建立状态数目和 Ι Ε
:: 2

7

函数虚部之间的联系
Α

在≅Δ
Α

7� Χ式中利用公式

令
尹

Τ 厂
。

乘以

& 一 &
,

士 初 & 一 &
,

尸“
Σ

后对
Ε

积分
,

则

干 ;游 ≅& 一 & 刀
,

≅Δ
Α

7冷

, 。

α
‘, ≅

,
· , 了 Σ 9 Χ

尹一 、

一
,

艺
。 ≅& 一 万

,

ΧΑ
凡

≅Δ
Α

7 ⎯Χ
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同理
, 用

α
“ ≅一

Σ “,
∴ ’‘
一 一 二

艺 Σ ≅& 一 & 衬ΧΑ
石, ,

≅Δ
Α

7� Χ

注意在≅Δ
Α

7� Χ式 中 & , Φ Γ
Α

而在≅Δ
Α

7 ⎯Χ 式中
,

既有 &
,

Φ = ,

也有 &
,

Η 4
Α

由此可见势

场 8 介Χ 中束缚态数目
2 ,
可表示为

9

7
刀3 Τ 一一

∋ Β αα
〔‘正≅

· , · Σ 9 Χ 一 Ι ‘≅
‘

一
Σ & , , 一‘

·

_
“&

·

≅Δ
Α

Δ Γ Χ

≅Δ
Α

Δ Γ Χ 式中的

定理一

一生 ∋。

司 ≅
Σ , Σ Σ & Χ是可以去掉的

,

这样写法是因为可以证明下面这个定理
Α

4 &

αα
〔Ι 了

≅一
Σ & , 一 Ι ‘≅一

一生 ∋ Β 、9

α[
。。才≅

· , · Σ & , 一 Ι ‘≅二

一生 ΞΒ 4 9

αα
「。了≅

· , · Σ & , 一 Ι ‘≅一

· Σ 9 Χ 3一沙
·

_一
,

Σ 9 Χ」一4 ·

_
Ω
一

,

· Σ 9 Χ3一 4 ·

_
一 。

Α

≅Δ
Α

Δ Γ Χ

≅Δ
Α

Δ 7Χ

≅Δ
Α

Δ Δ Χ

β

坐幻Ν证 79 利用 ≅Δ
Α

7 � Χ式及 酬 ≅
Σ , Ε’ Σ & Χ 一 艺

& , ,

5
39〕≅

Ε
Χ

5

舜, ≅
Ε ‘

Χ
,

!

Σ ‘

≅& 一 Υ ;9 Χ
’

·
,“,≅

·

’
言

“。 −‘。

≅
“

一含
二

Χ ≅Δ
Α

Δ � Χ

一Δ一
汀山∴了丫尸

中之 ( 。

Τ
,

使满足如下之连续谱动量归一化条件
9

[于
·
α,

’

≅
·

,
·

,“,≅
·

Χ ‘
Ε

,

对
Ε

积分后成为 ≅令
Σ

≅Δ
Α

Δ ! Χ

则≅Δ
Α

7 Π Χ式乘

Τ 占 ≅左
,

一 左
, ,

Χ
,

Τ
Σ ,

Χ
9

[了
〔Ι ‘

≅
犷 ’

, Σ & Χ 一 ‘否≅
, , Σ Σ & Χ Ο

,” Θ Σ

α了[孑Ι 石≅
Ε , Ε ” 9 & Χ 8 ≅

Ε “
Χ “≅

Σ ” , Σ Σ 石Χ
Σ “, Σ , 己Σ ” 汀Σ

一 艺艺
& ς & ς ,

≅〔经皇χ些必呈生山
。 9 ] ,

、 卫, , ,

≅
Σ ‘

Χ
。
允

,

≅
犷

Χ
4

Α

4
Α

,

3 、 石 一 Ω 一一二一
Τ

了
Τ

丁Ω ? Ψ , ∴ 二一 Ω
一一二丁一一二Ω 一下万 “ , “ ,

刀 力 一 七
,

十 切 石 一 艺 沪 十 切
≅Δ

Α

Δ , Χ

≅式中对 &
,

或 & , Φ Γ 的累和理解为对 互
,

或 七
,

积分Χ
,

此式包含两类积分
9

≅;Χ &
,

Φ Γ , &
, ,

Φ ∗
,

由方程 ≅Δ
Α

7 ! Χ ≅改
,
β 扩Χ 及 砂

Χ
≅Ε Χ 所满足之方程

,

可得

≅中
”

_。 _,
, ·

Χ 一

α了
·

Σ9
Χ·

≅一Χ 。≅一Χ
“ , ,

≅一Χ 4一

一 ≅&
, ,

一 &
,

Χ
α
Η币

,

_。
, ,

Χ

一 _一
Σ Δ

≅Σ ≅β 一 β
,

Χ Υ ≅一 3Χ
[ 一 。≅, Υ β

,

ΧΧ

一 及Χ+

一 夜Χ
Υ ≅一 3Χ

‘Υ ,

: = <
≅友

‘

Υ 夜Χ+

二 ≅交
,

Υ 左Χ Χ
Σ 、。

[_
·

≅,
·

, Π ,仅一仅Υ
·‘· “了

≅
其中已取 ≅Δ

·

7。Χ式中之 、

一
。

丫粤
,

并用了 59ΓΧ ≅。卜
、 ,≅Γ 卜 ΓΑ≅

Δ
·

Δ Π Χ式的推 导

有些与后面≅Δ
Α

!约一≅Δ
,

!  Χ式类似
,

故不详
Α
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、访
,

_, 刀 一

犷扩
≅
·‘

Χ “ , ,

≅
, ’

Χ 己
, ‘ Α

&
, ,

Φ Γ 时为 9

≅Δ
Α

Δ 乃

于是≅Δ
Α

Δ约式右端出现之矩阵元当 &
9

Φ = ,

Η机
,

7人Χ ≅价
,

[州必
, ,

Χ 一 ≅&
, ,

一 &
,

Χ

δ

α
_Η价

, ,

[诱
,

Χ [
Δ

Ω 一、β
, ,

_小
·

Χ
3
。。·。⊥

≅Σ ≅β 一 β
,

Χ Υ ≅一 ‘,
Δ一 “≅β Υ β

’

ΧΧ

十 ‘2 Σ ,

≅
Κ 。 ,

留 只次达
, 仅

‘

一 友Χ

二 9 一
9 、, Υ , : = <

≅友
‘

Υ 决Χ + 、 飞7
, ,

省 、 且夕 一
Τ

一一了丁了一二, 二二, 一 , 3 「
万 又左

’

十 友少 ∴ + ‘ Α 」 ,
≅Δ

Α

Δ ΖΧ

≅
】9
Χ 刀

,

Φ = , 刀
。 ,

Η 。

此时 _必
,

少对应于束缚态波函数
,

不见了
,

我们有
9

灯功
, ,

_价
,

Χ ≅叻
,

_护_价
”

小

5 , ,

≅
9 ‘

Χ Ω 一 Χ
Ε , , Α

。,

上面推导结果中整个后面一项就

≅万
, ,

一 &
,

Χ _Η必
, ,

7价
一

Χ】
Δ Α

≅&
,

Φ Γ , & 、 Η ΓΧ
傀

Α

Δ � Χ

将≅Δ
Α

Δ Ζ Χ和≅Δ
Α

Δ � Χ式代人 ≅Δ
Α

Δ弓

7

≅万一 刀
,

Υ 幼Χ ≅& 一 &
, ,

十 ;丫Χ

,

再展开

7

& 一 &
,

十功

9

3一一
一

毕一一
‘

」&
刀

一 五
, ,

十
Σ
戈可一刃少

式?卜
0、4

�
二

万 一 Ρ
,

, 占 ∗ Ρ 一 Ρ #+ 一 Σ

)

Ρ 一石
, ,

: 动

)

Ρ 一 Ρ
, ,

Σ
 Δ∋
蕊

: ∃ 、占 ∗ Ρ 一 Ρ 、
Λ

) 6 ” )
少 ) ∋  

—
一

Φ ∀ Ρ
,

一 Ρ 斌

一 Τ二。∗ &
,

一 &
, ,

+
Β
·

∗其中假定 ∗丫一 动 Υ 9
,

相反的情形不改变下面定理的结果 +
,

故对 Ρ 积分后 &

Η。

Α≅Ρ Δ厂
汇�∋ ∗

· ,

一
,

Δ
≅ &

厂 7 Ρ + 一 ‘若介
,

代 Ρ + ∋ 尸 ≅ &

一
。 Δ

Α
、&

ΔΑ

ΔΔ
尸‘卫普全舒还企

, ∗ & 一 &
,

+ 、Τ
,

口Τ
, ,

尸长塑曾粤留尸些
。 ∗ & 一 & 力 “

,

饰

一 Α
≅ “

ΑΔ
ς诬过丝些鱼到巫夕

丑 一 Ρ

占 ∗ 万
,

一 Ρ
, ,

+ 砂夜
,

≅左
, ,

: 兀

、& Α卜丛皿立之鲤
巴

业且坐匕全。∗ &
,

一 Ρ
丰 ,

+ 、Τ
,

ΦΤ
, ,

Φ Φ Ρ 一 Ρ
, ,

‘“

Α ΔΕ, 一 ,功
·

Υ,
< “ ∗ Ρ 一 Ρ

·

, ≅‘
·

≅ &

Α
ΒΕ。一 Δ价

·

Υ ,
< “∗ Ρ 一 Ρ 一+ ‘“

·

‘Ρ

Δ
, 丝

书镌呼必
‘ ∗ Ρ一

Ρ 二 , ““
·

任且产,,耳护尸>>‘‘> >Μ广
)>‘、百

飞ΦΕ飞日Ε气日
军才对十一一

Ρ ς ,

动

十

嗓
。

Α
‘

叫
。
∗ Ρ 、 一 Ρ

,

+ )Ε必川价
”

Υ Δ
’

∃ 一%

Ω
>

Ω
一

>

一
% 一Ω

一Ρ 一 Ρ 沪

占 ∗ Ρ
,

一 Ρ
,

,+ 八、 仁
>

劝 +

工+后面 为复数 的含中括号的一 项在下面对 左或 军 的积分后等于零
>
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这八项积分中
,

第七
、

八两项必分别为零≅因有 武 &
,

一 &
,

,Χ 而 &
,

Φ Γ , &
, ,

Η ΓΧ
Α

第三

及第四两项积分因都有 占≅&
,

一 &
, ,

Χ
,

亦必定互相消去
Α

如果对 右的积分限从一 ΚΓ Γ Γ=
,

则第一项和第二项
,

第五项和第六项
,

也都分别抵销
,

这就证明了≅Δ
Α

Δ Δ Χ式
Α

而如果我们限制 & 的积分区间为≅一 Κ=
, = Χ

,

则第五和一
、

二项积分为零
,

留下第六项为

一系
。

α了
“

·

α7
。

,Η必
一
’价

·

Φ”·≅刀 一 万一 , ‘“

一 一 ,

艺
& , , Η Γ

一 一二

艺
& ς , Η 。

介
价

加刹
’

疏
一引

Η必
, ,

[价
,

Φ ≅价
,

_必
, ,

Χ Θ友
,

[Η必
, ,

_必
, ,

Φ [
’
Τ 一 、 2 , ,

这就是 ≅Δ
Α

Δ ΓΧ 式
Α

如果限制 & 的积分范围为 ≅Γ
,

Κ= Χ
,

则一
、

二两项相消
,

第六项积分为

零
,

留下第五项等于 。
, ,

这就是≅Δ
Α

Δ 7Χ 式
Α

于是定理一证毕
Α

我们称定理一为
“
渐近完备性定理

” ,

它告诉我们
9
势场 8 ≅

,

Χ 的存在并不改变状态

的总数
,

而只是把一部分散射态从 & Φ Γ “
拉下来

” ,

成为 & Η Γ 的束缚态
,

这一点乃是

本征函数系完备性的又一种表现
Α

由于连续谱能级不可数
,

我们可以用简单的模型来说

明这一点
Α

考虑一个三维方势阱

8 ≅Ε Χ Τ
一 8 。

Γ ,

犷

Η
犷

Φ
≅Δ

Α

� 7 Χ

把它放在一个大球 ≅半径为 +
,

+ 》 “
Χ 的中央

,

为简单计
,

只看
[

态 ≅3 Τ 。Χ
Α

由边

界上
Ε

Τ + 处波函数为零的条件
,

一切本征态
,

包括 & Φ Γ 的散射态能级都分立了
,

于

是可仿照文献 Ν  7 中的办法
,

具体地看到随着 8 。

的增大
,

那些最低的散射态能级逐个地

连续地转变为束缚态能级
Α

�
Α

0: 1; 2Ζ Γ 2 定理的证明

由上述可见
,

对一定的 3分波而言
,

束缚态能级的数目就等于被势场拉下来的散射态

能级数
Α

下一步我们要弄清楚
,

由于加上势场而少掉的散射态数 目同相移有什么 关 系
Α

为此先证明

定理二 设在势场 又8 ≅
犷

Χ 中散射态的径向波函数 53 β
≅
犷 ,

劝 有如下的渐近行为
” 9

“ ‘“
≅
’ · ‘Χ
二丫

Δ

—
−32 ≅

、一含
二 十拭β

,

‘Χ
Χ

箭
“⊥

≅β
, ‘

卜
一

篇[了
8 ≅

,

Χ 〔一 ≅
, 一 ‘, ,

Δ “,

≅Δ
Α

�Δ Χ

≅Δ
Α

�� Χ

Ν证 39
按 ≅Δ

Α

7斗Χ 式分别写出 53 β ≅
, ,

劝 和 53 β ≅
Ε , 几 Υ △劝 所满足的方程

,

将前者乘上

53 ,
≅
犷 , β Υ △劝

,

减去乘上了 53 β ≅
Σ ,

劝 的后一方程
,

对
犷

从 Γ”Κ= 积分
,

利用
5 从 ≅Γ

,

劝

Τ = 及≅Δ
Α

� Δ Χ式
,

再令 △又一 Γ ,

即得≅Δ
Α

� � Χ式〔Ζ ,
Α

定理二告诉我们
,

当一个吸力势场 ≅ 8 ≅
犷

Χ Η ΓΧ 由零逐渐增强时
,

各分波 的 相 移

3Χ 从这里以下
,

我们略去因子 产
于 ‘,

使 脚 Σ
≅心 为实函数

,

这样 不影响结果而可使式子简洁些
Α
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。
少

。,

且单调地增大
9

娶 Χ 。,

但在 、一 。处
,

由 ≅Ξ
Α

� � Χ 式可见
,

粤可能不连续
Α

8 儿 口儿

另外
,

相移的一级 肠Ε2 近似值为
9

>ϑ · ”,

一
“
α了
〔, 才≅β

,
·

Χ 7
Δ

鲍笋户
, Δ、二

≅Δ
一

� 斗Χ

其高能极限

恕 >ϑ2 伪

一青[了<;2
⊥

伍
一

分Χ
Δ 阴

, ,
∴

一 Τ

二9
Α

丫 气Ε 少召 Ε Τ 一争 /

方
‘

≅Δ � 弓Χ

对于低能情形
,

展开

_,

≅左
Ε

Χ 。
Δ勺 [

≅Δ Δ Υ 一Χ [
≅左

,

Χ
‘,

≅Δ
Α

� Π Χ

设 ) ≅Ε Χ 是力程为
。
的短程势

,

对 3 Φ 如 仍可用≅ΔΑ �ε 作近似估计
,

得
>ϑ 2 占, Τ 友

, ‘Υ ,
Α

仅 小且 3 Φ 友ϑ
Χ ≅Δ �  Χ

由此可见
,

对 3 异 3 各分波
,

欺
吞,

≅友Χ一
2 ‘ ≅‘Χ ‘Χ ≅Δ

·

� Ζ Χ

而对于 3 Τ Γ 的 ,
波

,

需另外讨论
Α

有了这些准备知识
,

我们以势场 又) ≅
,

Χ 的中心为球心
,

作一个半径天足够大的球
,

让≅Δ
,

�Δ Χ式所示的散射波在球壁内形成驻波
,

即由
一

β+ 一

晋
二 Υ , 王≅‘

, ‘, 一 . 二 ,

≅Δ � � Χ

使各友值分立
Α

根据≅Δ
Α

�分式
,

我们可指定一个最大的 札
,

使它的相移在 又一 7 时也可

忽略
,

于是动量比 杭 更大的各散射波可不予考虑
Α

比 如 小一个编号的波
,

它在 。Τ +

范围的节点数比 蛛 波少一个
Α

依此类推
Α

现在让势场逐渐增强
,

这些波的相移都随之增大
,

我们特别注意能量最低的那二个

波
,

最低的一个 女
3 ,

其径向波函数
“。‘≅

,
Χ 除在

犷
Τ 。和 + 有二个节点外

,

中间没有节

点
,

次最低的一个 友
9
波

,

则在中间有一个节点
Α

当势从零增强
,

而在阱内 ≅
Σ

Η 。
Χ 还不

足似把
“叱的 弯到水平之前

,

恕
‘

跳Χ 一 “化 ” ” 的极限对应于 “ 峥 ∗∗ Χ
,

直到

嘶、
,

≅
。
Χ 被弯成水平

,

岛≅Γ Χ 一 万∴ Δ
Α

此时势阱刚好容纳一个 & 一 Γ 的
“
虚态

” 。

≅散射长度

态
” Α

沙。≅Γ Χ

9

沁 ϑ。 ≅劝
,

体。 , 、 ] Τ 、 甘抽。、二 β β 哄。二
Α。]

, 。
、二

。 , , 、 “ 、 β 储
梦“圣

Τ
一几Ε 一 弘匕 ’孑 4 多乙 ∴ ,

Τ ∴ , , 女材沁 二夕、文气
产
价 月匕 乍工妙 7 川4 戈上少司 3七

, φ 长
‘

砂沉、 卜 日
‘

,叭
一

十 划丈子钓
Α

尺咋 公 尺

在这以后
,

当势阱开始能把波函数弯下来
,

也就是开始能容纳一个束缚态的时候
,

原这又突变为 汀 ,

我们注意这时在阱内形成了一个有一个节点的束缚态 ≅刀 Η 。Χ
,

来 万 Φ = 的最低散射态 峋β
9

≅
产

Χ 实际上消失了
,

代替它位置的正是原来的
“。β

9

≅
Σ

Χ
Α

就是说
, ,
波的散射态被势场拉掉了一个

,

而这一过程伴随着零动量分 波 相移 的突增
9

占。 ≅。Χ 由 。经 到 Δ 跳变到 气

对于 3李 7 的各分波
,

也可作类似的讨论
,

但由≅Δ
Α

� ⎯Χ 式可见 饥≅Γ Χ不可能为
二
∴ Δ

,

原

因是离心势垒的存在把 & Τ 。这种态真的束缚住了
,

于是现在 句≅Γ Χ 从 。一下子跳到
,

Α

又 如此增大直到 7 为止
,

在这过程中除 3 Τ Γ 的
,

态恰好出现一个 & Τ 。的半束缚

能级时
,

相移 ,
。

≅ΓΧ 需加上 , ∴ Δ 外
,

属于 3 分波的散射态每减少一个
,

相移 。,
≅的 便
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增加 二
Α

这一结论同前面关于散射态每少一个
,

束缚态便增加一个的结论合起来
,

就是

0 : 1 ;2 <= 2
定理≅7一7 Χ式

Α

最近
,

4ϑ Κγ ;η 和 η == 对一维情形的 0￡1;2 <= 2
定理

,

也作了类似的论证 Ν�Ο
Α

但是下

面我们要仿照 )Ε ;:Θ :3 的办法
【3Γ4

,

另外作一个形式上更严谨些的证明
,

这就是

定理三

一
护

。

α沙小。一
“ , 一

哟
7

,

二

如
Δ ‘·

一 三 Ν , ,
≅Κ= Χ 一 。‘≅=Χ Ο Υ ≅一 3Χ

‘

Δ

< ;2 ⊥ 占,
≅Γ Χ

Α

≅Δ
Α

! Γ Χ

显然
、,

定理一
、

三合起来
,

直接给出对非奇性势的 肠
1加Τ 定理

9

2 , 一 二
一

Ν 。,
≅= Χ 一 。,

≅Κ= Χ一
≅一 3Χ

‘

Δ

<;2 , 占,
≅=Χ

Α

≅Δ
Α

! 7Χ

再 由上面讨论看 出
,

≅Ξ
Α

! 7Χ 等价于≅7
Α

7Χ 式
Α

现在我们来证明 ≅Δ
Α

! ΓΧ 式
Α

它的左方被积函数中的二个 Ι

Τ 函数
,

如果分别按≅Δ
Α

 Χ

和≅Δ
Α

7� Χ的分立本征函数展开式代人
,

而各自的本征函数又都归一化的话
,

则象 ≅Δ
Α

7 ⎯Χ 和

≅Δ
Α

7 � Χ所示
,

≅Δ
Α

! ΓΧ 式左方只不过表示由于加人势场后散射态减少的数目再乘≅一 7Χ
,

即等

于≅一
2 3
Χ

,

就是≅Δ
Α

Δ Δ Χ式
Α

现在我们让
,

α即≅
Ε
Χ按≅Δ

Α

Δ ! Χ式的连续谱归一化
,

而要求
5 , β ≅

Ε
Χ

在无穷远的自由边界条件下满足如下的渐近行为3Χ9

。 , , ≅
Σ
Χ
一

、

∴宜
⎯7。

≅、
Σ

一冬
, Υ Σ ,

≅βΧ、
,

Ε 中。 8 兀 Ψ 艺 ∴

≅Δ
Α

! Δ Χ

将 ≅Δ
Α

 Χ 和≅Δ
Α

7 � Χ式代入≅Δ
Α

! ΓΧ 左端
,

用≅Δ
Α

7 Χ 式
,

先完成对 & 的积分
,

就可改写为
9

≅Δ
·

斗。Χ 式左

奈 恕α于
Θ ,

[9
9 ·9β≅

·

卜
·
9留

’

≅
·

Χ3、
· ,

≅Δ
Α

! � Χ

下一步计算
α9

“
9女≅

·

Χ、
·

和

α9
“

,”
’

≅
·

Χ ‘
·

这两个积分之差
·

我““利用 公 式
Ν7 7」 ≅略 去 ‘脚

标 Χ 9

「
况

33 Β 、 5 灸
,

ΨΕ ∴ 5 女9
、 Ε ∴ ϑ Ε

+ :<卜口 4 ∗

一 万3 不 3Σ Β
_
。 β ,

≅
9

Χ冬
。 β Α

≅
,

Χ 一
9‘β

≅
,

Χ李
。、

,

≅
,

Χ _
叹三一 心

+ ” ‘ 0
一

介
Ω 一

Θ 犷 几 一翎
≅Δ

Α

! ! Χ

此式不难从方程≅Δ
Α

7 ! Χ直接推出
,

已用了边界条件
Α β

≅ΓΧ Τ Γ
Α

以≅Δ
Α

!Δ Χ式代人
,

即得 9

广+

&Β 3
5 β ,

≅
Ε

Χ
5 β 9

≅
Ε

Χ Θ Σ

仗
一 卜苗 4 /

,
≅交君一心

, ;Β
[≅鱼土通

Δ 十 左止兰
里

、
, Σ。 。9 Κ 。。。

,

+ ‘旧 0 Ψ Δ Δ 了

左
,

十 友
Δ

一 吮
7

一 友
Δ

、
Δ Δ ∴

: = < Ζ Δ < ;2 白7

3; Β
4心Ω , 目

<;2 Ν ≅友
Δ

一 天
7

Χ只士夕
9

≅友
Δ

Χ 一 占,
≅友

,

Χ Ο
, ≅掩

9

一 友
,

Χ

7 Χ 这样做法与 ≅Δ
Α

Δ Π Χ一≅Δ
Α

Δ Ζ Χ 诸式中对 777 , 的选取一致
Α
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增加 二
Α

这一结论同前面关于散射态每少一个
,

束缚态便增加一个的结论合起来
,

就是

0 : 1 ;2 <= 2
定理≅7一7 Χ式

Α

最近
,

4ϑ Κγ ;η 和 η == 对一维情形的 0￡1;2 <= 2
定理

,

也作了类似的论证 Ν�Ο
Α

但是下

面我们要仿照 )Ε ;:Θ :3 的办法
【3Γ4

,

另外作一个形式上更严谨些的证明
,

这就是

定理三
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,
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‘

Δ

< ;2 ⊥ 占,
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Α
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Α
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,

直接给出对非奇性势的 肠
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≅Κ= Χ一
≅一 3Χ

‘

Δ

<;2 , 占,
≅=Χ

Α

≅Δ
Α

! 7Χ
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 Χ

和≅Δ
Α
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,
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,
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,
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2 3
Χ

,

就是≅Δ
Α

Δ Δ Χ式
Α
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Α

Δ ! Χ式的连续谱归一化
,

而要求
5 , β ≅
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、
, Σ。 。9 Κ 。。。

,

+ ‘旧 0 Ψ Δ Δ 了

左
,

十 友
Δ

一 吮
7

一 友
Δ

、
Δ Δ ∴

: = < Ζ Δ < ;2 白7

3; Β
4心Ω , 目

<;2 Ν ≅友
Δ

一 天
7

Χ只士夕
9

≅友
Δ

Χ 一 占,
≅友

,

Χ Ο
, ≅掩

9

一 友
,

Χ

7 Χ 这样做法与 ≅Δ
Α

Δ Π Χ一≅Δ
Α

Δ Ζ Χ 诸式中对 777 , 的选取一致
Α
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小≅, , Ζ , 甲Χ ι ?ϕ≅ 。
ΨΡ ≅

Ε

Χ

辉、
κ 竺

‘
∴

≅
5 [

≅
·

Χ Ξ 9

Ψ;“Δ

≅, Χ κ 竺
。Χ ≅�

Α

7 Χ

其中 辉一 艺
。 ι 土 7 ∴ Δ

∴
,

7
Α ,

Ψ
、 , “] Α 、 ,

飞3 ,

不 7 7产 一 Β , 用 , 3‘ ϕ 3 Ξ
‘

Τ 式一

、 ⊥
’

∴

≅�
Α

Δ Χ

一 一
、

‘ Α

「一 ≅3 Υ 3Χ
量大数

‘ 一 飞 Δ
Α

Ξ Τ 3 Υ 3∴ Δ

ϕ Τ 3 一 3∴ Δ
≅�

Α

� Χ

≅�
Α

7Χ 式中的径向波函数满足如下的藕合方程
9

5 ,

Τ 一 二
“ ,

Υ ≅& Υ 。 一 ) Χ“
Δ

5 ,

一 一 ≅& 一 Β 一 ) Χ “ ,

Υ 二
。 Δ Α

≅�
Α

! Χ

λ

一ΘΕ
Θ

一ΘΕ

从≅� ! Χ消去
“Δ ,

得到
5 3

的一个二阶线性方程
,

再做代换
构≅Ε Χ Τ Ν , Υ & 一 8 〕3∴� , ≅ ,

Χ
,

≅�
Α

⎯ Χ

可导出

一 ≅
·

Χ Υ

α
9 Δ

Ω Β ⊥

一 8 一 ≅
·

, Ω 二≅二 Υ 3Χ
了Δ

。

≅
,

Χ Τ Γ ≅�
Α

Π Χ

其中
8 :?? ≅

,
Χ Τ 一 8 ⊥

十 Δ & 1

8
’,

柳 Υ & 一 8

� ∴ 8
,

Ψ
Δ

Α

十 — 吃

一
3

! Ψ?2 Υ 石 一 8 ∴
Ε 协 Υ

)
尹

& 一 8
≅�

Α

 Χ

称为有效势
,

它依赖于粒子的能量 & ,

使我们无法象非相对论量子力学中那样
,

定义有良

好解析性质的 4= <> 函数
,

这就是把 0 : 1 ;2 <= 2 定理推广到 ε; ΕϑΚ 方程时的主要困难
Α

Δ
Α

) : 6 2 Β ϑ 2 传播子和真空的荷密度

先定义在有外势场情形下之 ): 62 Β ϑ2 传播子圈
7 ⎯ Σ 。 ,

≅
δ , 夕Χ 一 ΗΓ 7丁≅子

ϑ

≅
二 Χ蒸

, ≅6Χ Χ _=Φ ≅�
Α

⎯ Χ

其中场算符在 )5

呷 表象中写出
9

势
。

≅二Χ 一 艺 矛
,

币
, 。

≅δ , &
,

Χ
。一 ‘& ·‘ 一 艺

Θ才小
, 。

≅δ , &
二

Χ
: 一‘& · ‘

≅�
·

� Χ
& , Φ & 厂

,

凡 Η & ?

机
。

≅δ
, &

,

Χ 为在势场中能量为 &
,

的本征态波函数 ≅旋量的
“ 分量 Χ

,

粒子填充到费米能

级 & Σ ,

石
,

为粒子湮灭算符
,

去 为反粒子≅空穴Χ产生算符
,

真空 7。Χ定义是
9

&
,

Φ & )

&
,

Η & 尸
≅�

Α

7Γ Χ

、
Ψ∴、、∴八曰2“

朴梦
Θμ4Ε∋Α

月、

、了、,了
,二,�,>上,>二内,弓Ξ

二‘、.‘、

飞>月>>>Φ

、>了

拍Ρ

真空的荷密度可以通过传播子表达出来
&

ς ∗ Ψ + % 一 ) Ζ
ϑ

6 [
∴

∗ Ψ , Ψ + 丫
。

;
>

以 ∗ ]
>

Θ +和 ∗ ]
,

Ο +式代人
,

即得
1 、 )

Σ 、⊥ 少% 一—< 艺
价& ∗ Ψ

, 万
,

+ 价
,

∗ Ψ
,
石

,

+ 一 艺 衬 ∗ Ψ , Ρ
,

+ 功
,

∗ 二
,

万, Υ Ρ 下 万, Ε 称

∗这里求和理解为包括了对角动量的求和 +



科 Δ

当势场不存在
,
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∴ ] 、 7
∀。气蕊少Τ 一—Δ 艺 必Φ>≅ δ,

时
,

类似地有荷密度表示式
9

9
,

Χ律
, ≅δ , & ,

Χ 一 名 小护
, , ≅δ ,

& ς Φ 咐 乳 Η Ω 形

&
·

Χ , ,
Χ ≅δ

,

&
,

Χ

α
Α

≅,
·

7 � Χ

�
Α

/ 云如的2 定理的推广

我们假定势场引人后
,

真空在整体上仍保持为中性
,

即

Ν ς ≅δ Χ 一 ς 。≅皿Χ Ο Θ δ Τ =
,

≅�
Α

7! Χ

以≅� 7 Δ Χ和≅�
Α

7 � Χ式代人≅�
Α

7 ! Χ式
,

便有

艺 ‘ ≅二
, 万

,

Χ 币
,

≅δ ,
&

,

Χ 一 艺
动Φ 丑ς Φ & 下 一Β Η & , Η 称

币Σ ≅κ ,

9
,

Χ 价
,

≅κ , 9
,

Χ

_
、κ

一 _艺 、价9 ≅二
,

9 ,

Χ 小
,

≅δ , 9 ,

Χ 一 价,
, , ≅δ

, &
”

Χ 小,
, ≅δ , &

·

Χ_Θ δ

万”Φ 用

十
[履

门
‘小, ≅κ

·

“
·

, ‘
·

≅δ , “
·

, 一 ‘, ” ≅δ
, “

·

, ‘,
’≅δ , “

·

, , ‘δ
·

≅’
·

’⎯’

此式的左端
,

当去掉关于角动量的 ≅Δ; Υ 3Χ 简并度后
,

就是在一 。 Η & Η 。 区间内以量

子数
Σ
标记的正粒子能级数减去反粒子能级数 武

十, 一 ,
二
一’Α

所么下面的任务是对一定的
9
值计算≅� 3约式右端的积分

Α

用≅�
Α

7Χ式的记号
,

按文献〔7! 〕中的公式
9

衬 ≅二
,

&
3

Χ 巾
,

≅δ , & ⊥

Χ Θ δ 一 二二份
五Β 尺,

≅广≅左ΧΡ
,

≅及Χ Υ ?
9

≅尺ΧΡ犷≅+ ΧΧ
,

≅9
Α

7 Π

七 Δ

一 七 ∋ + 咔 Α

这里已假定 3;Β
Ε

?≅
,

Χ Τ 五Β
Ε Ρ ≅Ε Χ Τ = ,

Ε 净Γ 护申 ∗

对于散射态波函数有如下的渐近行为
〔工
<Ο9

?
0

≅尺 Χ

一
丛

Ρ ,

≅+ Χ

一
;

。。 � 丁 7

一
令一

≅‘
∋+ Υ ·

合
Υ 。

·

≅β
[

Χ Χ

丛 9 , <; 。 。 3 ,
≅�

Α

7 Χ

这里 9 Η Γ ≅, 一 3 Υ 3 ∴ Δ Χ
,

小

习歌瘩
Α

对于

先看

二 Φ 。,

≅�
Α

7  Χ 中 。7

峥 三
, , 7 9 Σ , 9 9

一 友
, 尺 一 Σ

粤 Υ Ζ
‘

≅友
7

Χ
Α

⊥

‘ Η ∗ 而 & Φ Β

[
币‘≅,

, “ 7

, ,
Δ

≅二
,

的情况
,

以≅�
Α

7  Χ 式代入≅�
Α

7Π Χ式
9

百Δ

ΧΘ δ Τ

] 些卫丝鱼万
Α

生土ϕ 匕 <; 。 ≅, Δ

一 。3

Χ 十

Δ ≅& ⊥

一 & ∋

脚 巴
一

刀[

& 9

一 &
3

<;2 ≅。
9
Υ , Σ

Χ

现在令 & 〕

, & , , & 9

一 & Σ

十 Θ & ,

又用 Θ & , 土砍
,

&
并选 ( ,

使括号外面的系数为

于是≅�
Α

7, Χ式右端的第一 个积分≅不包括负号Χ等于
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二
二》 , Χ Θ β

α
「小, ≅κ , 。≅κ Χ 一 小‘

。” ≅[ , 价‘
“’

≅κ , , ‘κ

一 生 Ν 。
‘

≅Κ= Χ 一 。
‘

≅。 Χ Ο 一 ≅一 7Χ
·

粤
, Σ 2 , 。

‘

≅二 Χ
Α

叮 艺

≅�
Α

7 ΖΧ

同理
,

≅�
Α

7 ⎯Χ 式右端第二个积分等于

Α 一
。≅“ Η 一 , Ξ Θ及

Α

生 Ν。
‘

≅一 Κ= Χ 一 。
‘

≅一。 Χ Ο Υ ≅一 3Χ
·

生 <;2 ⊥占
9

≅一 , Χ
Α

≅�
Α

7 � Χ

这里我们记相移为 占
‘

≅& Χ
,

注意第二项的符号不同
,

把此二式代回≅�
Α

7约式
,

就得到

定理四 ε; Εϑ 。
方程中对非奇性势的 0:1 ;2 <= 2 定理可推广为

≅。蕊
Υ , 一 , 二

一 ΧΧ 一生 〔。
‘

≅。Χ 一 ,
‘

≅Κ= Χ Υ 。
‘

≅一 Κ= Χ 一 。
‘

≅一。 Χ 7

尤

】
、
[

≅一 3Χ
‘

Δ

< ;2 ⊥ 占
‘

≅。Χ Υ <;2 ⊥ 占
‘

≅一 , Χ Ο ≅�
Α

Δ Γ Χ

这里我们已经把
Σ Φ ∗ ≅; Τ 3 一 7 ∴ Δ Χ 的情形也写在一起了

Α

关于此定理的应用
,

我们想放在 χ 3:; 2 一

Ι 。记=2 方程之后再讨论
Α

四
、

χ 3: ;2
一

Ι = Ε Θ = 2 方程的情形

7
Α

χ3
: ;2

Α

Ι = ΕΘ = 2 方程的有效势

在外势场 8 ≅
,

Χ 中的 χ 3:; 2 一

Ι =Ε Θ =2 运动方程为

旦
Ω

一 1 Χ
Δ 巾≅δ

, , Χ

Θ >
甲

Δ 巾≅δ , > Χ Υ , ,
巾≅δ

, , Χ
Α

≅!
Α

7 Χ

对定态解 中 ≅δ
, , Χ Τ 小 ≅δ Χ

: 一;&>

币≅δ Χ 满足一个
“
−Κ Λ胡;2脚

, ,

型的方程
9 “‘7

_
一

六
铲 Υ

认
“

卜合
。
Χ」
币一

六
≅。一、

·

1:?
?≅

Σ

卜钊&3Σ 一

分今

≅! Δ Χ

其中 ≅!
Α

了Χ

相当于非相对论量子力学中的
“
有效势

” ,

它的形式除了定义用语的差别之外
,

实际上就是

≅�
Α

 Χ式的前二项
Α

Δ
Α

波函数的正交完备性质

和 ε; Εϑ
。

方程不同
,

现在 χ 一Ι 方程的定态解并不简单地正交
,

而是满足如下的积分

条件
9 工,  ,

小老≅& β Υ & ,

一 ⊥ 8 Χ 价, Θ δ ι : β 占β ,

。、
是依赖于 中β 的一个数

,

它的符号十分重要
,

当 。 β Φ Γ ,

价β≅δ Χ

: β Η = ,

则 价, ≅δ Χ 描写反粒子的态
‘

显然当 8 一 Γ , & Φ Β

≅!
Α

! Χ

描写一正粒子的态
,

如

的态都是正粒子态
,

而
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& Η 一 , 的态都是反拉子态
Α

当 8 钾 。,

在 一。 Η & Η 。 能区出现正
、

反粒子的束

缚态
,

用 Ι Ε::
2
函数可证完备性公式为Ν3 , 9

艺 柑袱δΧ 时≅δ’Χ 一 。
,

乙 柑 巾
‘

≅δ Χ时≅δ’Χ & 、一 。 ≅二 一 δ’Χ
,

艺
。、

‘
小, ≅δ Χ 巾老≅δ

‘

Χ&又一
8 ≅劣Χ “≅δ 一 δ

’

Χ
Α

≅!
Α

弓Χ

≅!
Α

Π Χ

≅!
Α

 Χ

�
Α

推广的 0心竹。的2 定理

将≅!
Α

Π Χ式乘 Δ ,

减去≅!
Α

分式乘 ⊥ 8 ,

即得

艺华小
、≅δ Χ ≅Δ 9 , 一 Δ 。Χ 币聋≅δ

’

Χ 一 Δ 。≅δ 一 δ
’

Χ
Α

丸 ‘左

再写出 8 Τ = 时相应之表达式
9

≅!
Α

Ζ Χ

艺 上 币纷≅二Χ Δ 百 ,
,

价妙
β

≅δ
,

Χ一 9 , ≅二 一 二。Χ
,

走∋ : 咬
,

≅!
Α

� Χ

Γ
Α

Ζ Χ与 ≅来� Χ相减
,

右端消去
,

左端可改写为

艺 生 热≅δ Χ≅ ⊥ & , 一 ⊥ 1 Χ时 ≅δ ,ΧΑ

,‘奋
_

,‘Ω

Ρ
>

左Ξ⎯
艺 三

‘

介Τ ∗ Ψ + ∗ . Ρ Τ 一 . Χ + 少老∗ Ψ
,

+ 一
石充Υ 。 ‘ 走

上
中∃4+∗ Ψ+ ∗ . Ρ , ,+ 币∃4+ 气Ψ’+

α 互
,

艺 生杯Ψ+ ∗ .Ρ Τ 一 < 。 + 时汉 + 一 上价蛾幻∗< Ρ,, +价犷 ∗Ψ’ +
! 灸

,

气十:仍

积分
,

如果 人∗ Ψ + 和 功∃4+ ∗二 + 分别满足 ∗ β
>

β +形状的式子
,

则我们便得

热Ψ君左Ε 一份

伽ϑ∋蜷

Δ

令 了” 盆 ,

对

到&

, ∗‘
,

:
, ‘一 ,

% 0 χ石
十 , 一 χ ‘: ,∗ Ρ Υ 二 + ∋ : 6χ吕

一, 一 χ ‘一 ,
∗ 万 Ε 一 。 + ; ∗ β

>

) 4 +

其中 矛:+ 和 班一 +
分别表示在 一 , Ε Ρ Ε = 能区内的正粒子态数和反粒子态数

,

右端

两个括号分别表示在 万 Υ = 和 Ρ Ε 一 = 区域内由于势场 Χ ∗ , + 引入后能级的减少

数目
,

仿照前面的经验
,

我们来计算 ∗ β
>

)。+式右端的两个括号
>

先在∗ 生< +式中令 小 ∗幻 %

竺全< 、
, ,
∗。

,

帕
,

推得径向波函数
。 ,

∗
, + 的方程

&

‘

丝∃丝立 十 Α鱿一
&
〔
Ρ 7 # 一 生 。

八一 二立止三 ∋−,
7

一 。,

≅ 尸 , 、 < 1  > Φ

∗ β
>

) ) +

这里加上脚标 ) 表示属于能量 Ρ∋ ∗ Υ 4+
>

同样写出属于能量 Ρ &

的方程
&

丝兰少 : ΒΤ & 一
& ∗ &

& 。 一 生 。.

+一 兰立土卫)
。 , & 一 。,

≅  ‘
∀

’

.  ‘ 」

∗ 斗
>

)< +

∗ β
>

)
一

)+ Ψ 4 <
一 ∗ β 7 )< + Ψ 角 ∗ 略去脚标中的 Κ

,

得
&
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一

会一会
一 ≅&

厂
“ 7

, ≅“
Δ
十 “7

一 ’) ’“
[ “ Δ ·

对
[

从 。到 + 积分
,

得

α9
≅“

Δ
Υ & 3

一 , ) ,
一

‘· Τ 若户五 _
一

佘一
,

佘Ο9
利用

·

≅”, 一 Γ 及 一≅+ ,

言
ν −‘·

≅
β

∋ + Υ “[ ≅β
[

, 一

音
二

Χ
·

然后我们选 ν ,

使 驴凡二 Τ 7 ,

对于 & ,

Φ Β ≅下面略去脚标 3 Χ
,

把二式相减
,

令

友
9

一友
,
Τ 友

,

再对 反积分
,

就给出≅!
Α

7ΓΧ 式右端第一个括号的负值
9

。二≅一 ≅& Φ Β Χ 一 、一卜 α殆
β

α了
。≅Δ 9 一 ⊥ 8 Χ

一
‘。Χ

’

≅, & Χ 3Θ ·

一 生 ≅
一

粤
、左Υ ≅一 3 Χ 9

≅
一 ≅ 7 一

。 。⎯ Δ。, Χ 。≅Δ , Χ 4友

军 4 ” Θ 交 夕=

] 7 「。 ‘

]
、 ] 。 ,

] ] ]
、 7 ,

≅一 7 Χ3
] 9 , 。 ‘

] ] ]

、

一 —
0 / 之戈Τ Δ —

/ ∋ Ψ”沼 ⊥ 4 , 广

—
⎯ 7 77 口之、 “ ∴ Ω

允 Δ
≅斗

Α

7 � Χ

对于 & Η 一 Β
,

实数 ν 仍取得一样
,

注意此时 & Η Γ , : ‘

Η Γ ,

则可得

9 . ≅一≅&

一
Χ 一、一卜 一

[了
、β

[了
9 ≅Δ 9 一 Δ 。Χ

一
Δ 9 一

’

4、
·

] 7 「。 , ]
]

Τ 、 。 ‘ ] ] ] ]
、 7 7 ]

≅一 3 Χ‘
] 9 ]
盏
。 ,

]] ] 、

— —
0 口 3 Ψ 一一 Τ ∴ —

。 3 Ψ—
了“ ∴ 4

η: 3Ε:

—
⎯ 7 7 7 Γ 7 Ψ—

了“ ∴
Α

叮 ⊥
≅!

Α

7! Χ

把 ≅!
Α

7 � Χ和≅!
Α

7斗Χ式代入≅!
Α

7 Γ Χ式
,

就得到

定理五 χ3 :; 2 一

Ι =Ε Θ =2 方程中对非奇性势的 0:
1

定理的推广形式
9

。
3
Υ , Υ 。

3
一 , 一 生 Ε。

,

≅Β Χ 一 。, ≅Κ= Χ Υ 。, ≅一Β Χ 一 。, ≅一 Κ= Χ 7

≅一 3Χ‘

Δ
Ν

<;2 , 占3≅一Β Χ Υ
<;2 , 占3≅, Χ Ο

Α

≅!
Α

7⎯ Χ

我们还可以找到另一种推广形式
,

这就是假定能级不但有 ≅!
Α

7 ΓΧ 所示的在整体上的

守恒性 ≅完备性Χ
,

而且对于正反粒子分别也是守恒的≅这一点需要势场 1 不超过一个临界

值
,

见下面讨论 Χ
Α

那末可以写出
9

.名
Υ , Τ

, ‘Υ , Υ . ≅Υ , ≅百 Φ Β Χ
,

.吕
一, Τ

, ‘一 , Υ . ≅一 , ≅& Η
, 2 Χ

Α

又当 1 Τ 。时显然应有 矶ΥΧ Τ .石
一 , ,

则可得
, ‘Υ , 一

。‘一 , 一 Ν浑吕Υ , 一 . ‘Υ ,≅百 Φ Β Χ Ο 一 Ν万犷
, 一 浑 ≅一 , ≅刃 Η 一 Β Χ Ο

Α

≅Σ
Α

7Π Χ

以 ≅斗
Α

7 � Χ和≅!
Α

7! Χ代人 ≅斗
Α

7 Π Χ式
,

即有

定理六 χ3 Θ 2 一

Ι = ΕΘ =2 方程中 0: 1 ;2 <= 2 定理的又一可能形式
9

。
α
Υ , 一

。

α
一 , 一 生 Ε,

,

≅。Χ 一 。,

≅Κ= Χ 一 Σ ,

≅一 Β Χ Υ ,
,

≅一 Κ= Χ Ο

] ≅一 3Χ‘

Δ
?

< ;2 ⊥ 占,

≅Β Χ 一
<;2 , 各3≅一 Β Χ Ο

Α

≅!
Α

7  Χ

五
、

对方势阱的应用及讨论

在应用举例之前
,

我们先要讨论 ε; Εϑ Κ
方程和 χ

一

Ι 方程的异同
Α
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≅7 Χ 有效势不同
Α

≅Δ Χ 本征函数正交性不同
Α

≅� Χ 负能态的解释不同
9

ε; =
Κ

方程的一切能级包括正
、

负都被认为是属于粒子 ≅如

电子Χ的
,

粒子填充到费米能级 刀
, , 一

易 以下的空穴才对应于反粒子 ≅如正电子 Χ Σ而 χ
一

Ι

方程的解中只要≅!
Α

! Χ式
。β Η = 的

,

就直接对应反粒子态
Α

伪Χ 有效势对于 & 和 1 的对称性不向
9

在 琢好 方程中
9 万 β 一 &

, 8 、 一 1 ,

使 玖。
不变 ≅,

Α

7Χ

但在 ε ;二 方程中
9 & β 一 & , 8 一 一 8 , , 一 一 ,

,

使 玖
??
不变 ≅生 Δ Χ

此外
。 χ

一

Ι 方程的有效势 8:
β,
还在代换 & 一 一&

,

8 Τ 8 一 ⊥ & 下不变
Α

≅仗� Χ

≅⎯ Χ 当短程势又8 ≅
,

Χ 增强时 ≅又 Φ Γ 。 8 ≅
,

Χ Η ΓΧ
,

ε; Εϑ
。

粒子的束缚态能级单调下

降
9 ” Α Ο

,

‘, , ,

Θ &

Θ又

而对 称Ι 方程
,

则可证

一粤Η价_1 ≅
Σ

Χ [小Χ Η 。
Α

元
≅弓

Α

! Χ

琴 一生 丈币以& 1一砂 Ο _小Φ
Α

Θ 几 : 儿
≅气

,

弓Χ

≅。 由≅!Α ! Χ式定义Χ
,

故只能断定
,

对
。 Φ = 的正粒子能级

,

当 & Φ Γ 时是下降的
Α

而

。 Η 仓 的反粒子能级当 刀 Φ Γ 时是上升的
Α

结果在 一Β Η & Η 二 区域出现了正反粒

子能级重叠的现象阴
Α

≅Π Χ 当势场增强到一个临界值 8Κ
Σ ,

ε; Εϑ Κ
粒子的最低束缚态 7< 能级降到 石 , ,

一

一 二 ,

继而沉人连续谱
,

随即可能会发生正
一反粒子对产生的过程

,

中性真空转变为荷电

真空>7Δ ‘“ , 胡
Α

对于 χ
一

Ι 方程
,

当 ) 一 矶
, ,

≅!Α ! Χ式中
: ‘

一 = ,

此时能级变为复数
,

也可解释为粒子的成对产生 Ν , 7�’3ΠΟ
Α

臼Χ 在 五 一 一“
一

处波函数的归一化性质也不同
Α

见下
Α

为具体应用推广的 0创;。 , 2
定理

,

我们来看最简单的势阱
—

方阱
9

8 ≅
,
·

Χ 一
一 8 。

Γ

Ε

Η

Ε Φ

实际上
,

方阱势在短程势中是足够典型的叫
Α

以下只考虑
[

态
Α

缚态能级决定于方程 ΝΔ3 , ,Ν3 代

≅弓 Π Χ

则 ε; Εϑ
。

方程的束

丫碧离日
万不青瓜万六Χ

一

了宗Ο>ϑ
2 、

口

、

一
]

?<
Α

夕Χ

而散射相移 战 & Χ 决定于方程
9

7

& Υ 8 。
Υ 用

了‘万
Α

下牙石厂
Τ

舜 Κ= [

≅
·

丫硬百不于万丁雨玉一 9ΩΩΧΟ
7 「厂二了一Τ 一花

Τ

—
∋ 8 乙

‘

一 用
一 % = >

& 十 栩 > 、

≅
。

丫石二奋 Υ 。≅助 Χ 一王 ≅⎯
Α

Ζ Χ
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对于 χ
一

Ι 方程
,

束缚态能级决定于方程 Ν3Π , 9

了七云千氏Χ
,

一 Β , 。。 > 如斌≅石 Υ ) 。

Χ
,

一 Β ,

一 一了Β , 一 & , ,

≅,
Α

� Χ

而散射相移 战& Χ 决定于方程
9

丫≅& Υ ) 。

Χ
,

一 矛
。。9 ≅

!

丫≅百 十 ) 。

Χ
,

一 二 ,

Χ

一 了石
,

一 Β 三Κ= 9 ≅
ϑ

训& ,

一 , ‘
Υ Σ ≅石Χ Χ

Α

≅⎯
Α

7Γ Χ

在这情形下 武 Κ= Χ Τ 成一 Κ= Χ Τ Γ 。
Α

7 7Χ

我们对很狭的固定
ϑ

的势阱
,

分析了随着 8 。

增大 3< 能级从 , 降到 = 再降到 一 ,

以下的全过程
,

并计算了相应的相移
,

结果如下表所示
,

表中记产生 凡
,

Τ 。 , =
,

一 Β 之

8 。

分别为 8 Σ , 8 9 , 8 , ,

而 8 Σ

为 χ
一

Ι 方程中之临界势
Α

表 ∋

ε ;Ε ϑ : 方 χ 3: ;2
一

Ι = Ε Θ = 2 方 程

: = 9 占≅Β Χ
Κ = 9

≅一 Β Χ 占 ≅一 脚Χ : = > 占≅, Χ 占 ≅二 Χ
Κ = ‘占 ≅一 Β Χ_占 ≅一 , Χ

。 ,

7
ΓΓ

α
。

_
∗∗

_
。

_
Κ=

_
。

_
’

Κ=

[
。

ΖΖΓ

一 ≅加〕

一 今 匀

一 ∗ 二

一 %∗

二 ∴ Δ

二 ∴Δ

一 ≅冲

一 %心

Γ�0Φδ/兀汀
ΘΘΘ一一

Θ89Θ44

∴ &

∗ Ρ
7 & Ι 。 +

Χ &

∗Ρ
& &
二 9 +

∴ ]
∗ Ρ

, &

二 一 脚 +

Υ ∴ ,

Χ β

对于 5∃  ε8 方程
,

我们一直取 Ρ ,

在 ) ,

一 = Ε Ρ Ε , 区间内没有反粒子 能级
,

碟
一 ,

两种可能值
>

此时公式 ∗ ]
>

< 4+ 是
& ∗ 略去脚标

能级之下
,

紧靠在 Ρ 一 一 = 之上
,

所以在

一 。,

而 且 只 有 武:+ % 9 或 ∋∗ ? % 一 ∋+

& 一 一 ∋ +

3 ∗ : + 一 生 ∗ 。∗。 + 一 。 ∗ 一 = + + 一 粤∗ 27 3 , 。∗ = + : 。∃3 , 。∗ 一 = + +
>

介 艺
∗ φ

>

)< +

用表 0 的相移数值代入
,

即见两端是符合的
,

但是有两点值得注意
&

∗ ∋+ Ρ % = 的
Δ

态是
“
半束缚态

” ,

它的波函数不能归一化
,

这与非相对论情形相同
,

所以 # % Χ 7

时 3∗ :+ 仍为 4
>

然而 Ρ 一 一= 的
‘

态却是一个束缚态
,

它的波函数平方

可积
,

因此当 # % # ,

时 3∗ :+ % )
>

5∃  ε 8
方程的 Ρ % 一。 能级除 几。 态 ∗ Ξ % )1 < ,

‘ 一 ∋+ 是不可归一化的之外
,

都是可归一化的6)α;
,

6Η∋Φ
,

圈
>

∗ < + 我们形式地把公式一直用到临界势 矶
,

% Χ ] ,

即产生沉潜态和荷电真空的边缘
,

而且照趋势看
,

当 Χ Υ Χ ]

似乎仍适用
。

γ∃ 刘ε∋ 曾指出
,

荷电真空尽管能量较低
,

在概念上却不如中性真空优越
,

费米能级的

选取是不应该太任意的
￡<])

>

我们同意他的看法
>

在这里
,

在一个外势场中
,

粒子填充情况

的改变将会直接影响束缚态数的计算
,

很难相信此时散射相移和束缚态数会继续满足定

理的要求
>

对于 ?
一

� 方程
,

∗ β
>

)Π +式成为
& ∗ 略去脚标 ∋ 一 的
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‘
, ‘‘ , ‘ Τ

叫‘
Α 目 Τ Α Α , Α Α

门
Τ

Α 呻, 目。, Α Α Α 目勺Α , Α 目,
Α ‘“

网

一Α Α Τ

Ω 一
Τ

‘
一 Α , Τ

‘Α 户‘Α Τ 目Τ 目Α
Α

叫‘‘ Τ ‘向Α 叫Α Α ΑΑ Α Α Α Α Α Α Α Α Α Α Α 加Α Α 目‘
Α Ω

一一

一
Α ‘Τ Τ Τ Τ , 加, Α Α Α Α Α,

Α

一
Α

一Ω
Τ

一

一
一

一一

一
澎十乍

一 澎一 Χ 生 ≅Σ ≅, Χ 一 。≅一 Β Χ Χ 一 生 Ε滋2 ,

成 Β Χ 一
介 Δ

<;2 , 占≅一 二 Χ Ο
Α

≅⎯
Α

7� Χ

≅!
Α

7, Χ则是
9

2 ≅Υ 、
十

。‘

一
生 ≅。≅, Χ Υ 。≅一 Β ΧΧ 一 生 Ε

<;2 , Σ ≅二 Χ Υ 滋2 , Σ ≅一 Β Χ7
Α

≅弓
Α

7 斗Χ

用表 ∋ 对这个式子进行检验
9

时
,

我们注意到和 ε; Εϑ Κ
方程不同之点在于现在 & Τ 一 , 的

,
态波函数是不可归一化的

,

因此和 & Τ , 的
‘

态一样
,

只是半束缚态
Α

此外
,

现在的

反枚子能级从 1 Τ 矶 从 & Τ 一 , 开始升起后
,
班一 Χ 一 7 ,

到 8Γ Τ 1 !

时和上面降下

来的粒子能级一起消失
Α

看来这以后≅,
Α

7 � Χ式还可以用而 ≅⎯
Α

7劝式归于无效
Α

最后
,

应该承认
,

本文的证明还是不够严格的
,

因而对 0:1 ;2 <=2 定理能够适用的势可

放宽到什么程度
,

可能有那些例外等问题
,

还很难讲清楚
Α

最近
,

关于 0: 1; 2 <= 2
定理在各

种情形下的推广文章很多>Δ十阁
Α

不过我们猜测
,

本文和其他作者在本质上一致的所谓渐

近完备性的证明方法意味着
,

只要束缚态数有限
, 0 : 1;2 <= 2

定理可以对很一般的势成立
Α

杨振宁教授建议了这个题目并作了启发性的讨论
,

孙鑫
、

戴显熹等同志作了多次讨

论
,

作者谨表示衷心的谢意
Α

〔7 7

〔Δ 7

、7Α4�、Φ
η>>

]β
Μ汀

, Φ
∋
∋嘴>‘Φ,

>

,Φ、
>
>

Φ

αΘΠΟ功

 不‘ ∋∀!!
 ,>

Δ
护 ∀ 丹

,∋ ∋ ;

〔) <Β

6)含∋

〔摊工

6)2 ∋

6) α +

仁) Π)

〔王吕Β
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「< 4Β

工< )〕
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〔< φ )

〔<右」
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