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摘 要

本文给出 ; 9:
, :
4<
一
算符的一种逼近序列

,

证明了它的弱收敛性
,

同时证明了

; 9:
, := <

一
算符解的唯一性

6

在弱收敛意义下
,

可改进已知结果
6

从 7 9:
,

:=<
一算符 9或 > 矩阵 <适合的方程求其解是量子力学和量子场论的根本问题

之一
,

各种微扰论方法及其收敛性的研究颇受注意
『  ,

在 ? 8> 4≅ 微扰论中
,

为了保证其收

敛
,

通常引人绝热近似假定
,

或对体系的哈密顿作某些较严格的限制
,

还缺乏在较普遍的

条件下加以研究
6

量子场论中存在的发散困难
,

虽然在某些情形 9如 Α
6

∗
6

?
6

中< 可用

重正化消除微扰级数每一项的发散
,

但整个级数的收敛性仍是疑问
6

因此
,

十分必要在较

一般的条件下
,

研究 7 9:
, := <

一
算符近似序列的收敛性和唯一性

6

在利用 > 矩阵计算量子跃迁或基本粒子的有关过程时
,

实际需要的是计算 > 矩阵的

跃迁幅
,

这样
,

研究 ; 9:
,

:=< 一
算符逼近序列的收敛性

,

仅考虑相应的逼近序列跃迁幅的收敛

性9弱收敛<就够了
6

本文提出 ; 9:
, := 关算符的一种逼近序列

,

并证明它在较广泛条件下
,

是弱收敛的
,

从而在弱收敛意义下
,

改进了 ? 8> 4≅ 级数的收敛条件 ΒΧΔ
,

同时我们还证明了

7 9:
, := <

一
算符解的唯一性

6

将所得的普遍结果初步用于量子力学
,

讨论了相应问题近似

解的弱收敛性和唯一性
6

文中所证明的引理
,

可视为在弱收敛意义下
,

)Ε ΦΓ 5Η一)> Ι4 5ϑ 引理

在算符集合上的推广
6

具有群性质的含参数的么正算符 ; 9:
‘ , := < 适合如下的积分方程

; 9
才’ , 才。

, 一 ‘一 ‘

ΚΛ⋯
∃ 9

才 
, ; 9

了 , 才。,“
才 ,

其中 ∃ 9:< 为体系的哈密顿
,

它取决于体系的性质和所用的表象
6

将 9
:。 , : ,

< 作
≅ 等分

,

对 9Χ
6

 < 作出 7 9
: , :。

< 的逼近序列

9Χ
6

 <

本文  ! ∀ Μ 年 � 月 Χ� 日收到
6
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9, , , Λ

< Ν 5 一 ΟΟ
。

∃ 9才
 

<‘了
 Λ 9了

。

镇 才镇 Π (
十 ‘·

<

石
。

9, , 勒< Ν  一
Ε “

衬9
, ,

<7
,

9
, Θ ,

动、, Λ 6

ΡΧ
6

Χ <

9人 Σ Τ Λ 。

Υ 才镇 ,。 Σ 9Τ 十 5<几
,

Τ Ν 5
,

Χ
,

一
, ≅

一 5<

其中 Λ
,

一 9厂一 := <Π≅
,

显然
,

当
刀

一 44 9
Λ ,

、 =< 时 7
。

适合 9Χ
6

 <
,

对 :。 十 Τ Λ ,

Υ 了镇

‘。 Σ 9Τ Σ  、Λ 。 ,

具体可写出

;
。

9:
,

:=< 一 , 十 艺 9一 ϑ<‘
‘

一
Ε ”

月9
, ς
<

, 4 一∃ 9
,  

<Ω
,  

夕压1告
户‘5吸6吸:1

,介
Ξ乙Ω

式中 。 成
。 ,

十 9一二 ΚΛ二
‘’

Ω: Ψ

积分上限中的诸分点

:。 Υ : Φ

一ΚΛ、分
’

∃ 9
: ,

<Ω
: ,

,

9Χ
6

� <

: , 适合

Υ ⋯ Υ 人一  

Υ 5 ,

Ν :’6

引人时序积
,

让
,

Ν Ι4 9或取某正整数列
, 、
一 Ι4 < 记 7

。

9
, ,

:=< 一 ; 9:
,

:=<
,

。9
, , , 。

< 一 , Σ 丫 全二立⋯Κ
‘ 、, ,

⋯ Ζ
‘ 、, ς Λ ∋、9, ,

<⋯。9
, ς
<Χ

6

翻

丁 友Ο 1 Λ 。 少 , 。

9Χ
6

� <

刀肠么

9Χ
6

[ <

这就是 ? 8, ∴ 公式
6

这里的逼近序列是以
, 。的右邻域的初值开始

,

按时间发展逐次叠代
,

而 ? 8>4 ≅
微扰论

是在整个时间区间上
,

用同一初值开始作叠代的
,

很显然
,

在有穷次近似中
,

上述逼近序例
和 场>4≅ 级数是不同的

,

仅当 ,
一 Ι4 时

,

两者才一致
6

这里的逼近序列是基于时间发展

而得到的
,

似乎更恰当
6

现在来讨论上述逼近序列的收敛性
,

有关的定义和记号见附录
6

定理 Ο
、

如果方程 9Χ6  < 中算符 ∃ 9: < 的范数 ΖΖ∃ 9:<5 Ζ在 「:
。 ,

门 上为 2Γ 5又 >] 7 。 可 积

函数
,

那么
,

存在 ; 9:
, := <

一
算符的逼近序列

,

关于
‘在 Ρ:

。 ,

:’ 上一致弱收敛
6

证
Λ
逼近序列 9Χ6 Χ <

,

对有限的
二 ,

由定理  中的条件
,

显然 Ζ 矶 9:
,

:=< ΖΖ9 ⊥
,

当 ”

任意大时
,

9Χ
6

� < 中除去最后一项外
,

设记为 ; 二9
, , 九<

,

那么「� ,

;岛9
‘。 , , 。

< 一 ≅ Ε5 一 ‘
‘, Σ  一 Ε ”

以ΕΛ
月9:5

< Δ
6

9�
一

5<

其中诸分点
‘,

Ο∋;盆9
:。 ,

适合 9Χ
6

� <
,

, 。

< , 攫   

:。 Ν : ’ ,

于是

  :5 一
‘, Σ ’一Ε ”

、, Λ
月9, ,

<ΕΖ59   _Φ Σ
‘,
“一

‘”

、, ,

Ο一∃9
, ,

<ΣΖΔ
:了

提
Γ _ ∴ 9

从而 ”;
。

9
, , ‘洲 一致有界

6

又由 9Χ
6

Χ <
,

有

‘:5

ΟΖ∃ 9
: Λ

<ΖΚ< Υ Σ Ι4
6

9�
6

Χ <

ΟΖ7
二

9
, ς , , 。

< 一 ;
,

9
: ς ς , , 。

< Ο Ν   

ς 一「。

不6 ς一 Ε 6

∃ 9: Λ

<;
,

9
: 5 , :。

<Ω
: Λ

ΖΖ
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< 一算符的逼近序列

燕 ΚΖ;
,

9
Φ , , 。

<Κ 

ς 一 Ε ”

考ς ς一 Ε ”

Ω Φ ,

Κ∋∃ 9
Φ Λ

< ΟΟ
6

由于 ΟΖ∃ 9:<   为 2Γ ⎯Γ> ] 7Γ 可积
,

9�
6

� <右侧积分为全连续
,

因此 7
,

9
, ,

:=< 的总体

:’Δ 上依范数等度连续
,

根据引理 9见附录 <
,

有正整数数列 Κ
, ς
Ζ所对应的序列

9�
6

� <

叭 在 Β :。 ,

关于Κ;
, 、
Ζ

于
‘
一致弱收敛

6

但由第二段中的讨论
,

入 ” Ι4 时
,

Κ认沙的极限就是 ? 8> 4≅ 级数
,

是 ? 8> 4≅ 级数关于
‘
一致弱收敛

6

如果在无穷时间上
,

Ζ∋∃ 9: <5∋ 为 2Γ ⎯Γ> ]叱 可积时
,

那么
,

; 9Ι4
,

一 Ι4 < 9即 > 矩阵< 的

? 8>4
≅
级数是弱收敛的

,

∃
Η α
Ν 和 β Γ⎯ ΓΕ 在一些特殊情况下

,

讨论了 ? 8>4 ≅
级数的收

敛性ΒΧΔ ,

定理  在弱收敛意义下
,

可概括他们的结果
,

同时还能保证在较广泛的情况下
,

; 9
: , : 。

< 的 ? 8>

4≅ 级数的弱收敛性
6

例如 ΖΟ∃ 9
:
<ΖΖ成 材

: 一,

9Ρ4 ] :
<一

,

9
: 54 ] :

犷
,

9 = ! 54 ] :
<Ν

9: χ = , Η χ 5< 等等情况下
,

相应的 ? 8> 4≅ 级数是弱收敛的
6

四

下述定理给出了 ; 9
, ,

:=<
一
算符解的唯一性

6

定理 Χ
6

如果在有穷时间区间上
,

方程 9Χ
6

 < 中算符 ∃ 9:< 的范 数

玫⎯Γ >] 7Γ 可积函数
,

那么
,

方程 9Χ
6

 < 有唯一的解
6

证
Λ
设方程 9Χ

6

Χ <有两个解 δ 9
: , , =

< 和 厅9
: , , =

<
,

那么

β 9
: , , =

< Ν δ 9
: , Φ。

< 一 百9
, , , =

<

适合

β 9
才, Ε。

<

一 ΚΚ
。

∃ 9
, 」

<β 9
Ο  , 君。

<‘
才, ,

由此
,

,,β 9
忿

一 , ,, 蕊

ΟΛ
。

‘才 ,,∃ 9
公 
< ,,“ε 9

才 

一< ,,
·

因 Ζ 月9
5
< Ο对

‘ 为 2 ΓφΓ >]7 。 可积
,

故可选取充分小的 △
 

χ = ,

使

  月9
:
<5Ο关 于

‘为

9�
6

 <

9�
6

Χ <

‘。Σ △ 」

ΖΖ月9
,
< Ο5浮

, Υ  
,

1 :4

在 〔:
。 ,

Ε。 Σ △
,

Δ 上
,

设 ΖΖ牙 9
: , :。

< ΟΚ的极大值为

9�
6

� <

⊥
4

二二二 ≅ 5Η γ
: 。‘ : ‘: Γ Σ 。 ,

⊥
4 ,

Ο∋ε 9
: , :。

< Ο 9�
6

� <

由 9�
6

Χ<
,

在 Β
:。 , :。 Σ △

Λ

Δ 上
,

有

ΖΟβ 9
: ,

, 。

<Ε5、 、
。

Ο
’。Σ △ 5

_Ζ。9
,
<Ο5浮

, ,

9�
6

[<
1 :4

从9�
6

 <可知
,

ΞΖ砰9
: , , 。

<∋Ζ关于
Λ
连续

,

它在区间 Ρ,。 , , 。 Σ △
5

上的点 杏达到极大值
,

即

ΟΖε 9杏
, :。

< Ζ一 ⊥
。 ,

9
:。毛 杏提 :。 Σ △

,

< 9斗
6

η <

由此
,

据 9�
6

, < 有

⊥
。

镇 ⊥
。

‘。Σ △ ’

Ρ5刀9
,
<ΖΚ1

, 6

1 Θ 。

但由。
6

� <
,

上式右侧积分小于  ,

这就推出
Λ ⊥

。

ι 4 ,

即 Ζ1理9
, , , =

< ΟΖ
Φ。 Σ △

 

Δ 上

9�
6

∀ <

Ν 4 ,

于是在 【:=
,
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7 9
: , 札< Ν 万9

: , : 。
<

同样可证
,

在 Β , , , , Θ
Σ 八 Δ 上 9

: Θ

Ν :。 Σ △
 

< ; 9
: , := <的解唯一

,

但区间 9
:。 , :

< 可由有穷

个区间 Κ△牙覆盖
,

从而 ; 9:
, 九<的解唯一

五

我们采用相互作用表象
,

对量子力学中相应的问题
,

来估计它的 Ο∋∃∋ 9: <55
6

设体系的

总哈密顿 ∃ ‘从 Σ ∃’
,

那么

∃5 9:< 一 Γ冲 9,’从:< ∃’Γ_ ∴ 9一 :’∃= :<
6

9弓6 <

假使 风和 ∃’ 是厄米的
,

于是闭

ΟΟ∃, 9
:
<  Ν > 7 ∴ ΟΥ。 ∋∃, 9

:
< Ο巾χ Ο

6

9弓
6

Χ <
ΚΚ必   ι  

如果 ∃’ Ν 3 9犷
,

:< 为时
、

空坐标的 2Γ 比] 7Γ 平方可积函数
,

那么
,

可将任意态矢按

从 的本征态 Ο∗
,

χ展开
,

Ζ中χ Ν ∋ Ι ”

Ζ∗
。

χ
,

9,
6

� <

3 9Ε
, :

< Ζ∗
,

χ Ν 艺Η , ,
 召

,
χ

6

9[
6

� <

9,
6

� <
,

9,
,

� < 在平均收敛的意义下成立
,

显然

∋
Ι 。

Κ
之成 ⊥

,

9[
6

弓<

将 9,
6

Χ<
,

9, � <
,

9,
6

斗<
,

9弓
6

, < 代入 9,
6

Χ <
,

利用本征态的性质和 ( Η
7Ι φ8 不等式

,

得

ΚΟ∃, 9
:
< ΖΟ成 ⊥ ΟΥ∗

,

Ζ.
,

9
Ε , :

< Ζ∗
,

χ Ζ
‘

气 9,
6

η <

从而朴劫9: <55 为 2Γ ⎯Γ >] 7Γ 可积
,

所相应的 ; 9:
,

:=<
一
算符解唯一

,

其 ? %> 4≅ 级数弱收敛
6

附 录

设可分完备的内积 ∃ 祖玩 Ε:
、

空间扩 中两态矢 Ζ必χ和 Κ梦χ的内积记为 Υ剑 梦χ
,

态矢

Κ毋< 的模记为 ΖΚ剑ΖΝ  Υ叫 必χ Ζ
‘

气 不妨假设它们是归一的
6

设算符 ; 定义于扩
,

中的流

形罕 上
,

它将 犷 映为
6

扩
,

中的 ]
, , 7 的范数为

ΖΟ; ∋Ο 一
Ο

蔚Λ
, Κ⊥

Λ
ϑΖ; 中∋Ο簇 ⊥   少5ΟΖ

, ,

9) ‘<

当 ΟΟ百  蕊 ⊥ 时 9⊥ 为有限常数<
,

称 ; 为有界算符
6

定义  
,

设 叭 为空间
6

扩 中算符 ; 构成的集合
,

其中每一算符 7 还依赖于 参 量
,

9
: Λ

成 , 成 :Φ<
,

如果对任意的
η χ = ,

存在 占 χ 。
,

使对任意的 ; 9: < 〔吸 与任意的 :’
,

:’’ 〔

Β : , , : Λ

 
,

只要 Ο
:‘ 一 :“

Ζ Υ 占,

就有

ΖΖ; 9
: ’

< 一 ; 9
: , ,

<  Υ
。 6

9) ϕ<

则称 叭 在 Β:
Θ , : Λ

5上按范数等度连续
6

定义 Χ
6

设 Κ;
。

Ζ 为空间
6

罗 中的算符序列
,

如果对于扩 中的任意态矢 Κ中χ
,

 梦χ
,

序列

Υ巾 ∋δ
,

 梦χ
,

Υ。 Ζδ
Χ

 梦χ
,

⋯
,

Υ必Ζ;
。

 毋χ
,

⋯ 9) � <

收敛
,

对称算符序列 Κ;
。

Ζ弱收敛
6

引理
6

设 叭 为扩 中算符函数 ; 9:< 构成的集合
,

如果
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一

算符的逼近序列

9 < 存在常数 ⊥
,

使 ∋∋; 9
:
<ΖΟ成 ⊥

,

当 ; 9
:
< 〔叭 时 Λ

9Χ < 叭 在 〔:
ς ,

:ΦΔ 上按范数等度连续
6

那么
,

叭 中有算符序列

7呈
, ,
9

:
<

, δ Θ
Χ ,
9

:
<

,

⋯
, 7 沪

,
9

,
<

,

⋯ 9) � <

在 〔:
, ,

:ΦΔ 上关于
‘
一致弱收敛

6

证
Λ
设 − 为

,

扩 中处处稠密的可数集合
,

对任意给定的态矢 】叭χ
,

Ο甄χ〔 − ,

由引理

的条件 9 <
,

 Υ少
 

∋δ 9
:
<】梦

Θ

χ Ζ钱 对
,

9) , <

在 「:
5 , :ϕ

」中的有理数集合 , 上
,

对每一个
, 〔, ,

可选出收敛序列

9中
Λ

Ζ; ∋
‘, 9

,
< Ζ梦

,

<
,

Υ必
,

Ζ;三
, , 9

Ε

<  毋
Θ

χ
,

⋯
,

Υ巾
 

Κδ毕
, 9Ε <  梦

Θ

χ
,

⋯
,

9) η <

设序列 9) η < 中诸算符 7 Θ5< 构成的集合为 叭
Λ ,

对于 7 Θ5< 〔叭
,

以及任意给定的

 =
Χ

χ〔‘ 5梦
Λ

χ〔− ,

根据 ΖΥ必
Χ

Ζ7 沪9Ε< Ζ甄< Ζ攫 ⊥
,

同样可选出收敛序列

Υ毋
Χ

∋;犷
,
9

Ε
< ∋梦

Χ

χ
,

Υ中
Χ

∋;罗
,
9

Ε

< ∋梦
Χ

χ
,

⋯⋯ Υ。
Χ

57 紧
,
9

,

< Δ梦
Χ

<
,

⋯⋯
,

9) ∀ <

设序列 9) ∀ < 中诸算符 ;沪构成的集合为 叭
Χ ,

叭
Χ

为 叭
,

的子集
,

叭
ϕ

Ι 叭
, ,

类似地
,

从

叭
Χ

中可取出子序列 叭
� ,

叭
,

Ι 叭
Χ ,

⋯ ⋯ 这样下去
,

所得的诸序列为

; ∋
‘,
9

Ε

<
, δ三

,

丫
,
<

,

; Κ
Χ ,
9

Ε

<
, ; Ζ

Χ ,
9

Ε

<
,

, ;分
,
9

Ε

<
,

,

;紧
,
9

Ε

<
,

9) &<
6 6 6 6 6 6

⋯ ⋯
矛 6 6

⋯ ⋯
其中后一序列为前一序列的子序列

,

9) >< 的对角线序列为

δ 5
‘,
9

Ε
<

, δ护
,
9

,

<
,

⋯
, δ分

,
9

Ε
<

,
·

⋯ 9) ] <

不难看出
,

这个序列 9) 力
,

对于集合 ‘中的任意态矢 Κ电<
,

Ο戮<
,

序列

Υ毋
,
Ζδ Κ

, , 9
Ε

< 5梦
Θ
χ

,

Υ中
,

】δ Ζ
Χ ,
9

Ε

< Ζ梦
,

χ
,

⋯
,

Υ必
Θ
Ζ;护

,
9

Ε

<】梦
,
χ

,

⋯ 9) Χ= <

收敛
6

事实上
,

因为 仍
‘, 9

,

<
, 7竹 <9

,
<

, 7 ∀幸甘9
,
<

,

⋯
,

是 Κ7忿
’
9Ε <Ζ

,
ι ,

,
Χ

,

⋯ 的子序列
,

根

据上述构造
,

ΚΥ巾
Θ
Ζ7 沪9

,
< Ο姚χΖ

, 一,
,

Χ
,

⋯ 收敛
,

从而 9)  =< 收敛
6

由于 Χ 犷 的可分性
,

设 Ζ必χ
,

 梦χ为 穿 中的任意态矢
,

对任意小的
。 χ = ,

可以有

Ζ电χ‘−
,

Ο姚χΓ−
,

使

ΖΖ毋 一 少Θ
ΖΖΥ

。
Π Χ 斗⊥ Θ 9) 55<

Ζ 梦 一 梦川 Υ >
Π Χ �材
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9)  Χ <

由于对任意的 Ζ叭χ
,

Ζ梦
ϑ
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序列 9)  =< 收敛
,
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χ + 时
,

有

ΞΥ少
,
ΖΒ;绪

,
9

Ε

< 一 δ妙
,
9

Ε

< Δ 5梦
Θ

χ∋Υ
。
Π ΧΧ
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9) Χ� <

我们记 0 Ν 7 竿<
9

,
< 一 7护

<
9

Θ
<

,

并写

Υ叫 川 梦< Ν Υ列 川姚χ 十 Υ列 了9Ζ毋χ 一 Ζ梦小<

Ν 《叫 一 Υ巾
Θ
Ζ<0 5梦今十 9毋

Θ
∋0 Ζ梦户Σ 9Υ中 Ζ一 Υ少

Θ
Ζ<

_ 0 9Ζ梦< 一 Ζ梦冷< Σ Υ必
,
∋0 9Ζ梦< 一 Ζ梦小<
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9)  � <

由 9) 55<
、

9)  Χ <
、

9)  � <
,

利用 >Γ
φβ Η ΕΦ 一κ8 4 Τ 4砚Τ浦 不等式

,
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9
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Ζ< 0 1梦
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,
Ζ了1梦

,
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Σ  《叫 一 Υ巾
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Ζ<0 9 梦χ一 Ζ梦办<5 Σ ΖΥ巾
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Ο0 9 Ο梦χ 一  梦办<Ρ Υ 。

Π �
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不难看出
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, , :Χ  以及任意的
Λ χ 饥 由引理中条件 9Χ <
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,
 Υ 占时

,

ΟΟδ护
,
9, < 一 打护<

9
,

<  Υ
。
Π �
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9)  ∀ <

今在 〔:
Θ , : Λ

Δ 上作分划
: ,

Ν , 。 Υ , Θ

Υ
,

二 Υ , ,

Ν , Λ

9)  Μ <

诸分点
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9ϑ Ν  
, Χ ,

一
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,

使

α Η _
5

Ε ς Σ Λ

一 Ε ς
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9反Ν 4 ,  ,

⋯
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< 9)  ! <
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,

序列 9) 5砂 收敛
,

因此
,
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￡ 无关的充分大的 +
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χ + 时

∋Υ必 5Β δ黔
,
9
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< Δ Ζ梦< Κ Υ 。

Π �
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9) Χ = <

所以
,

对任意的
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,
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,
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有
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9
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勺井是
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, , :ϕ

Ξ上一致收敛
6

这个引理在弱收敛意义下
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相似于 ) Ε
侧

Η一
)> Ι45 ϑ 引理在算符集合上的推广
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