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关于单粒子位阱理论的一点注记

吴 式 枢
=吉 林 大 学>

摘 要

对应于 =( 士 &> 核的断续 =? > 与连续=
‘

>能谱
,

单粒子格林函数的 9≅ ΑΒ ΧΔ Δ

表示 2
Χ ,
=。> 可以分为两部分之和

Ε

2
。,
=。> Φ 2 忿

,
=。> Γ 2 二,

=的>
∋

虽然 2 兰, =。> 为半纯函数
,

但 2 二式。 >却含有支点割线
∋

在前几文关于非厄米单

粒子位阱
“ Χ , 一 Η

。

式勺> ΙΗ
。

式ϑΚ > 为质量算符〕的讨论中
,

我们只明显地考虑了

2豁=。>
∋

这相当于引进了切断近似
∋

本文进一步讨论了 2 知=。 > 的影响
∋

文
、

中

证明了
,

由此除可多得少许新结论外
,

以前所得结果均依然正确
∋

令 Η
“

式。>表示质量算符
∋

我们曾证明旧
,

按下式

“ Χ , Φ Η
。尽
=

Ε 夕
> =&>

定义的单粒子位阱 。 具有以下性质
Ε

�
∋

虽然 。是非厄米的
,

但由它所确定的断续本征值
。,

却一定是实数而且严格满足以

下关系

。 ,

Φ 士 Ι0
。 ,

=( 士 �> 一 0 。

=( >Λ
, ∋

=Μ >

上式中 0
。 Ε

=( 士 −>
一

与 凡=( >分别表示 =( 士 &> 核与满壳核 =核子数为 ( > 基态的严 格 能

量本征值
∋

Μ
∋

; 的抵销性可解析地表示为

叭
Χ 。
=
。夕
> Ν 4

,

=
Χ 苦 夕> =Ο >

其中叭
Χ

式。> 为可约质量算符
∋ Π

∋

Ο
∋

; 可使单粒子格林函数的表达式简化
∋

,

例如

2 Θ , Ρ

=
ϑ Σ ∀ > Ν / , , , ≅ 一 “, ‘ Γ 凡

, · ,

才Θ Θ 一 & 一 叭 Τ
,
=
。,
>

,

/ , Θ ,

Φ 叭
, 。,

=
。。
>2 Τ

,

=
。,

>
∋

=户笋 户
’

>
, Υ =劝

其中凡), 表示 叭岁=。 >的极点的贡献
,

而且 凡
, ,

还可进一步化简
∋

在以前的讨论中我们采用了单粒子格林函数的下述表达式

。
。,
=。>
一万ς

本文 � #  年 Ο 月 �Ο 日收到
∋

&> 求和时允许出现偶然退化 扩吉一 了吉叔

极限步骤使式 =Ω> 有明确的含意
∋

Ξ 添
,
=

Δ
>

Ε Ψ

Ξ挤
,
=
。

>

一
一 �一

一
。 一 才才十 幼 。 Γ 才石一 功

=6 >
刃, 4Γ

的情形
∋

注意
,

对于断续谱
,

即使 尹芬二 : 吉
Γ � ,

我们仍可通过适当的
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其中 才才Φ 0
二

=( 士 &> 一 0∀ =( >
,

Ε 璐
,
=
”
> 一 Ζ梦

。

Υ蚕
·

:梦
·

=( Γ &>>Ζ梦
·

=( Γ &> [参声:梦
。

=( >>
,

不
窟娇

,
=
。

> Φ =梦
。

�萝声Υ梦
,

=( 一 &>>=梦
,

=( 一 � >」雪
。

�梦
。

=( >>
, :

=Ω >

但没有明显考虑 =( 士 � > 核的连续谱的影响
∋

这相当于引进了切断近似
∋

我们知道
,

当

=6 > 式中的 艺 只理解为向断续谱求和时
, ‘、=。>的奇异点只是极点

,

而当考虑了 =( 士

&> 核的连续谱后
,

则 2
Χ ,
不仅含有极点而且还将含有支点及支点割线

∋

本文的目的在于

指出
,

即使考虑了后者
,

以前所得结论依然严格成立
∋

下面将用 =才
士 ,

/ > 标志连续谱波函数
,

其中 才 生 Φ 0 =( 土 &> 一 几=( >
,

/ 表示其它

量子数
∋

显然
,

=( 士 &> 核都可有不同的分拆
,

每一分拆将简称为尸个道
,

对应于第
‘
道

阂能 90 几=( 士 &> 一 马=( 士 �刀 的 了 士值将用

△念Φ 0 全
Α

=( 士 &> 一 0 Κ

=( >

表示
∋

此外
,

为了叙述方便还将采用以下编号顺序 Ε
‘

△告提 △轰,
=

Τ Φ &
,

Δ ,
·

,

二
、

、少
�、�产 八!∀#

了�、子了、

考虑到 ∃ % 士 &∋ 核的连续谱的贡献后
,

氏
, 可以明显地写为 (

)
。 , ∃。 ∋ ‘ ) 泛

, ∃。 ∋ ∗ )二, ∃。 ∋
,

其中 ) 竺, 与 ) 二, 分别表示断续谱与连续谱的贡献+ ) 续, 的表达式如 ∃匀 式所示
,

在 艺 应理解为只向断续谱求和
�

) 二,
可写如下形式 (

) 二, ∃。∋ , −纬, ∃。 ∋ ∗ −挤
, ∃ ./ ∋

,

∃ 0 ∋

只是现

者才11尸沛
,
∃ 。 ∋ ,

−纷∃。∋ , 一

2
一斗

3

� 4

2
‘5

“ ‘ 6

7沐
, ∃省 ∋

才 一 功 一 初
7舔

, ∃省 ∋

才 十 田 一 功2
上式中

、

7汾∃ 才 ∋ , 及7淤
‘

∃ 了 ∋,
7铸

, ‘∃ 省 ∋ 一 8梦
。

9蚕
·

4
4

梦“
·

∃ % ∗ & ∋∋ 8梦
·, ·

∃% ∗ 4 ∋ :杏声;梦
。

∋
,

工
7舔

∋ ‘∃ 才 ∋ , 8梦
。

<互声】毋
, 左‘ ∃

」

% 一 &∋ ∋ ∃梦, , ‘

∃% 一 & ∋ =歹
。

;梦
。

∋
�

>

∃ 4 ∀ ∋

∃ 4 4 ∋

注意
,

虽然 才 , △叔
+ ? &∋ 可能分别是 7常 的间断点

,

但恒可以这样选择 妈‘ ∃ % 士 &∋

使得 7常
‘

在它们的定义区间不含间断点
�

例如
,

设 △广, △六
,

其中 ; 与 ≅ 分别表示
“
衰

变与裂变道
,

道中子核均处于基态
,

而当 才 妻 △衣
(
时道 444 开放

,

假定它所含子核与道 Α

相同
,

只是其中一个子核处于第一激发态
,

这时于区间 △汉 , △动 ∃ 才 8 △六,
有

7 袋∃ 才 ∋ 一 7浦
,

∃才 ∋ 十 7华叹才 ∋
,

而于区间 △卉, 《 才 8 △九则有
�

( 妹
, ∃才∋ , 艺 ( 沛

,· ∃才 ∋

显然
,

如果 7汁川 ∃△丸∋ 笋 ∀ ,

则 产 , △卉
,
是 7 钳 的间断点

,

但却并不是 7钳
‘

∃“
; , 44 ∋ 的

间断点
,

等等
�

以 ∃ 4 ∀∋ 式代人 ∃ Β ∋ 式
, −导 可改写为

、

−导∃司 一艺
−汾丫。 ∋,

5
,

∃& #Χ ∋
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∴ 沛
,·

=。> 一 =
’ 、省 一鱼丝红匕

,

: 。奋 了 一 田 一
‘刀

厂饰
>‘

=田 ,
一 ςΕ

、?‘ Ξ 玮
,‘

=才> 一心 ‘

: ]

尹 十 田 一 切

Ξ导
‘

=一 ⊥ >
] 一 功 Γ _刀

=�] ⎯>

3沫
>‘

=。 >均为 .Χ; αΑ < 积分
,

积分线路 9吉为平行于实轴的半直线=见图 �>
∋

.Χ; αΑ< 积分

一 ‘ Γ &’夕 9葵 一 ?又十_份

一

一
一 Φ 一一一一Π 尤

:又一 � #

积分线路 9吉

乙几 ‘ 一 , 叩

图 �

的解析性已熟知川
,

于积分线路 9叔9力 之外它是解析的
, 9 找9 力 是它的支点割线

,

其

端点 △芯一 _抓一△ Ε 十 _砂 为支点
,

于这点它有对数奇异性=如果于这点 Ξ 纷
‘

等于零
,

则

这个奇异性可以不出现>
∋

和以前一样
,

下面将主要讨论以下单粒子 ,α Α∴ 诫
Δ Ξ≅ ∴

方程

Α Υ, > Φ =ϑ Γ 。>ς# Σ Φ 。,

�了Σ =� Ο >

的断续本征谱
∋

文 Ι−− �� 曾证明
,

如果按 =&> 式选择 ;
,

则
! Ε

必有以下特征 Ε 至少存有一个
“
使下式

2 Ε 。

=
。Ε

> Φ α% =�斗>

成立
∋

根据 =# > 式
、

=6> 与 =& Μ >这说明
, 。,

必定或者为 2 人=ϑΚ > 的某一极点
,

或者为某一

9吉的端点
,

即或者
。Ε

Φ 士 Ι 0
。 Ε

=( 士 &> 一 0 。

=( >Λ
,

=�6 Χ
>

或者
。Ε

Φ 士△吉Φ 土 Ι 0 7
Α

=( 士 &> 一 0 。

=( >�
∋

=& , ⎯>

显然
,

在这两种情况下
。Ε

均必为实数
∋

注意
,

和文 Ι− Δ 〕的结果相比
,

在考虑了 ‘二,
后

,

增

加了 =& , ⎯ >的可能性
,

这也是一个可以预期的结果
,

很明显
,

我们不能期望 =( 土 &> 核的

能谱全由 ς
。,

Υ所给出
∋

对于断续谱
,

能量本征值 0 , =( 士 &> 满足 =Μ >式的态将称为 ( Γ

&= ( 一 &> 核的单粒子 =单空穴>态
,

其它的态将统一称为集体运动态
∋

自然
,

这并不排除

还可以出现偶然退化
,

即某些集体运动态的本征能量恰巧也满足 =Μ > 式
∋

对于连续谱
,

我

们将称 =( Γ &> 核分拆为处于基态的( 核与一个核子的道为
、。道

∋

令 时 表示 Α 的连续

谱的起点
∋

根据物理考虑 =� 6⎯ >式说明
,

我们有
。百Φ △丈

,

而 Α 的断续谱均满足 =� 6Χ

> 式
,

后者也就是 =Μ> 式
,

即文 Ι−− −Λ 所求得的结果
∋

虽然一般
‘。

等于 − ,

即 △壳Φ △犷
,

但也可

出现
Ε 。Σ −的情形

,

例如
,

如果 =( 十 &> 核的基态相对于
“
衰变或裂变不稳定

,

则 △广将

由 “
衰变道或自发裂变道所决定

∋

不难看出
,

即使对于连续谱中出现断续谱的情形
,

式

=# >依然正确
∋

因此
,

如果 △森Σ 时 且 =�Ο > 式存有断续谱的解
,

则 =( 十 &> 核将可存有

亚稳定的单粒子态
,

它相对于单核子衰变是稳定的
,

但相对于某些其它道的衰变却是不稳

定的
∋

同样
,

=( 一 &> 核也可能存有亚稳定的单空穴态
∋

注意
,

由式 =�� > 只能得到
, 。Ε

或者满足 =� , Χ
>式

,

或者满足式=� , ⎯>
∋

为了判断
。,

是
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否至少是某一 氏式。> 的极点可使用文 川 提出的判据
∋

我们知道
,

可约质量算符叭ΧΧ= 司
与 2

。

式。>之间有以下关系
Ε

2
“, =

‘。

> Φ 占
。 , 2 告=。 > Γ 2 乳=。>叭

Χ ,
=。 >2 头=。> = �Ω Χ

>

或

叭
Χ ,
=。 > Φ 2 且=。>

一 , 2
。 ,
=。 >2 Τ=。 >

一 , 一 舀
“ , 2 Τ=。>

一‘

Φ 叽竺,
=。 > Γ 叽二,

=。> 一 占
Χ , 2 县=。 >

一‘,

=�Ω ⎯>

其中

叽二式。 > Φ 2 且=。>
一‘2 二,

=。>2 县=。>
一‘

=
Ε 一 ?

, α
>

∋

=� # >

因为

2 呈=。>
一‘ Φ 一 =。一

β 。

士 _, >
, Θ Γ

∋

=&名>

上式括号中如果
“
为粒子=空穴>态

,

则取上=下>方符号
,

所以恒有 叭
Χ

Χ=
。。

> Φ ∀
∋

对于
。 矜 夕的情形

,

根据 =! >式与 =� Μ >容易看出
,

如果
! 。

不是某一 9 吉的端点
,

显然

叱
,
=
。Χ

> Φ 灭拓=
。。

> Φ ∀ Τ =�  Χ
>

如果
。。

是某一 9才的端点
,

则由于

&_Β χ &Δ χ Φ ∀ ,

二冲 ∀

因此式 =� Χ
>依然成立

∋

这说明
,

和文 Ι− Λ 相同我们有以下结论 Ε 如果至少存有一个 尹使

叭
。 ,
=
。。

> 铸 % 或 叨 , =
。Χ

> 转 ∀
,

则
。。

必为某一 2
Χ ,
=。>或 2 , =。> 的极点

,

即 。。

必满足

=� 6 Χ
> 式

∋

同样
,

根据 .Χ; αΑ < 积分及其导数的性质ΙΜΛ 有

「? Φ
, 、

〕
、
—

一 , ‘石
Χ
火的 少犷 Φ 8 ,

9 ? 功 >岭
‘Χ

= � ⎯>

故文 【�� 的下述结果也成立
,

即如果

& 一 叭几
。

=
。。

> 祷 ∀ ,

则
。。 必为 ‘

Χ

Χ= ϑ% >的极点
,

由此必满足 =�, Χ
>式

∋

很明显
,

以上结果的逆亦真
,

即如果 βΧ

是某一 2% 式。 >或 2 如=。 >的极点
,

则以下各量

ς & 一 , ϑ二
。

=
。Χ

>
,

叭
Χ ,
=
。Χ

>
,

叭如=
。Χ

>Υ =Μ ∀ >

中至少有一个不等于零
∋

为了计算上述各量可以采用文 汇Β & 中提 出 的 方 法
∋

考虑 了

‘拭司 后
,

文 ���� 〕第三节中只有以下一点需要作一些补充
∋

如果 扳 , =‘> Φ ∀
,

则 。。 现

在可以或者是 2 二=。> 的极点
,

或者是某一 9念的端点
∋

如上所述
,

为了进一步区分这两

种情况
,

可以引用 =Μ ∀ > 中的量
∋

下面让我们再对式 =劝 作一点注释
∋

我们知道
,

虽然 吼式。> 与叱式。> 〔参看式 =β>

与 =�# >〕含有支点与支点割线
,

但在计算以下傅氏积分
Ψ , 、

� =∋
,

Ψ Ε , ∋

Φ
, , 、

� 7α%
,

Ψ Ε ,

Φ
Δ , 、

Φ
, , 、

Φ
Δ ,

2
Ψ 。

=ϑ、一 一土一 、 ?口 ≅ 一 _口苦2乞
,

=田 > Φ
Π 亡‘ & ? 田己一 _田ϑ 2 竺=ϑ% >叽反

。

=田 >2 马=Β > =Μ � >
8

Χ夕、‘ ,

— 二 丁 、 “毋
‘

∋
Χ拌、山 Ρ ,

∋

� “ Φ
‘

Φ
口、 Φ Ρ “

Χ岁、山 Ρ Φ 户、 Φ Ρ 、

“
Ρ

Μ 叮茗 :一“
Π ∋

Π 一

Μ 叮落 :一 ,

时却可将它们的奇异性简单地看为是沿积分线路连续分布的极点
,

这是因为
,

如果以 =β>

式代人 =Μ , > 式
,

贝。由此出现的二重Θ 分
ς、 [、

的次序可以交换
,

, 。可先做 ? 。 的积分
,

然后再做 ?才 的积分9Ο:
∋

以上结果说明
,

文 Ι �� 与 Ι− −Λ 中的傅氏积分在提到叭都=。> 的极

点的贡献时
,

在考虑了 2 二,
后只须理解为还包含连续分布的极点的贡献

∋
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上面只讨论了 Α 的断续谱
,

即 氏式。>等的脚标
Χ 与 口都只指 Α 的断续谱态

∋

显然
,

下式

对
“ ,
=。 > 一 =。 一 。Χ

>占
。。 Γ 。 Χ尽 Γ 2 石声=

‘%

> =Μ Μ >

当 Χ 与 夕为断续或连续谱态时均成立
�>

∋

以 =&> 式代人上式可以立即看出
,

=�� > 式 对 丁

表示连续谱态时同样正确
∋

因为现在
β ,

连续可变
,

所以除了偶然情况外
,

不可能期望
。Ε

或者满足 = �6Χ
>式

,

或者满足 =�6 ⎯>式
,

注意
,

=� � >式对连续谱的 丫 成立相当于要求下

式

3今二, ‘。

=田 一
“了

> 三
,

少敌3今轰, ‘·=“
·

> 一 α%
,

=Μ Ο >

不仅对
。Ε

Φ △壳而且对区域 △壳Ζ 。 Ε

Ζ α% 中的任一
。 Ε

均成立
∋

这也是为什么我们需

要区别讨论 Α 的断续谱与连续谱的原因
Μ > ∋

不难看出
,

=Μ Ο> 式是有解的
,

例如
,

若

Ξ冬七
,‘。

=才> Φ 占=才 一
。,

>Ξ沁
,‘“

=
。 ,

>
,

则
3淤

。

=田>
一 卫丛竺通立

一 ,

=。
一 乞 Ε

Γ 了, ⊥

=Μ � >

=Μ 6 >

即虽然
。Ε

属于 Α 的连续谱
,

它仍是 2 Ε “

=。 >的极点
∋

以上结果是不奇怪的
,

因为 2 礼=,% >

就有此性质
∋

我们期望
,

按 =&> 式选择 。时
,

=Μ� >式与 =Μ 6 > 的确成立
∋

由此将说明
,

按

=&> 式选择的 ; 有可能使 2 。=9% > 不仅对 Α 的断续谱态而且对其连续谱态均将十分 接 近

于 2 礼=田> 的表达式
,

关于这点以及和 Α 的连续谱态有关的一些其它问题将在
一

3一文中

作进一步的讨论
∋

我们知道
,

可约质量算符叭
Χ

式。> 的迭代解可以写如下形式
Ε

, ‘
。口=切> 一 9“ 一 Η =。>Λ

“ , Γ 艺 Ι。 一 Η =。>�
。Ε 。旱=。> Ι

; 一 、=。>Λ
Ε 夕

Γ 艺 Ι“ 一 Η =。> Λ
。Ε 2 旱=。> Ι

“ 一 Η =。> Λ
Ε 。2 号=切 >Ι

; 一 Η =。> Λ
。口 Γ ⋯

,

=Μ Ω >

以 。 Φ 。,
代人上式可以看出

,

若按式 =&> 选择 。
,

则上式右边的第一项必等于零
∋

但是

要想由此得到式 =Ο >就还需要假定 Η
。 Ε

=
。,
> 与 Η二

,
=
。,
> 都只取有限值

∋

此外
,

文 Ι& 川 第

三节也引用了上述假定
∋

关于这个假定是否正确
,

=Μ Μ> 式与 2品=
。,
> Φ ∀ =参看文 Ι−− ��>

只提供了部分答案
∋

虽然我们期望它是正确的
,

而且这个间题也可以通过具体计算而得

到解答
,

但由于后者常只是近似的
,

所以这样得到的答案将也只是近似的
∋

为了严格解决

这个问题
,

有必要进一步研究 Η
。

式。 >的解析性
∋

对于有限核
,

因为 2Χ 式α% > 与 Η
。

式。 >

的非对角元均不等于零
,

所以这不是一个简单的问题
∋

关于这个问题
,

δϑ &% Ι6: 和他的合作

者正在进行研究
∋

我很感谢郭子斯教授在发表前就告诉了我他们的工作
∋

这促使我对本

文的课题作了进一步的探讨
∋

附 录

关于 &_ Β 3转叹。 Φ 。
>

,

其中 △老Ζ 6 Ζ α%
∋

, 魂 ∀ Γ

&> 自然
,

对所考虑的核子
一
核子间相互作用我们假定了 材明=。>存在或通过适当的收敛化方法可使之存在

∋

Μ > 参看附录
∋



第 斗 期 吴式枢 Ε 关于单粒子位阱理论的一点注记

因为 梦。
‘

=( Γ &> 是 =( 十 &> 核的严格本征函数
,

所以它和单粒位阱 。 的选 择 无

关
∋

如果
“
指的是 Α 的断续谱态

,

则波函数 盆】甄> 的模存在
,

即其坐标表示是平方可积

的
∋

因此
,

倘若 少。
‘

=( Γ &> 是才的可微函数
〔” ,

则可以期望 =梦。
‘

=夕 Γ &> Υ劣 &叭Σ 也是

尹 的可微函数
∋

显然
,

以上论据同样适用于有关的其它矩阵元
∋

这说明
,

对于 Α 的断续谱

态
,

可以假定 Ξ凭叹了> 不仅使 =� Μ⎯ >式中的积分存在 =条 件 &> 而且 它 们 分 别 于 区 间

片=△告Ζ 了 Ζ α% > 满足 ∗ 汉?≅ ∴ 条件 ∗ =产>
,

其中拼 至少大于零=条件 Μ >
∋

由此
,

令
Ω
为

−老中任意一点
,

以下极限

∴ 凭
, ‘

=
β
> 三 &_Β 3沈

, ‘

=。 Φ 。
>

, 冲 ∀ Γ

必存在川
,

即不可能出现 =Μ Ο >式的情形
∋

注意
,

为了由 =�� >式证得
。 Ε

必为实数
,

上述条件 � 就够了
,

因这已足以肯定
,

使

3凭
>‘

=‘> Φ α%

的点 若亦必在实轴上
∋
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