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摘 要

;

本文用解析方法研究低能强流带电粒子束的非线性空间电荷效应
,

文中确

定了粒子温度为零的束的发射度图形形状的变化和束的初始束流密度分布之伺

的关系
,

由此导出了计算粒子温度不很高的束在非线性空间电荷场作用下发射

度图形变化和有效发射度增长的近似方法
4

引 言

在设计强流带电粒子束的加速系统和输唇系统时
·

我们必需考虑粒子束的空间电荷

效应
4

强流带电粒子束一般都是不均匀的
,

因此由束的空间电荷产生的电场就包含着非

线性成分
4

带电粒子束在运动过程中受这一非线性电场的作用其发射度图形 :即束中粒

子在相平面上所占据的区域 < 将逐渐被 扭 曲 :图

8<
,

从而导致束的光学质量变坏
4

这一效应称为

非线性空间电荷效应
4

在粒子能量较低时它更为

严重
4

为了保证束的光学质量
,

我们必须使这一

效应不超过容许的限度
4

研究非线性空间电荷效应一般利用数值计算

的方法。一 ,= ,

这些计算是比较繁杂的
4 ‘

我们利用解

析方法来进行研究
,

其优点是容易显示出各个物

理量之间的数量关系
4

在本文中我们首先确定了

粒子温度为零的束的束流密度分布积分曲线和其

发射度图形变化之间的关系
,

由此导出了计算束的发射度图形变化的方法
,

并且把它推广

到拉子温度不很高的束
4

在粒子温度为零时束的发射度图形缩成一条曲线
,

我们称之为

发射度线
,

它在非线性空间电荷场作用下也同样被扭曲 :图 > <

二
?

、

我们限于讨论带形束和轴对称束
4

在第二节到第四节中我们将假定束沿
二
轴平行入

射
,

入射点
≅ Α 。

,

还假定不存在任何横向外电场和磁场
4

在第五节中我们将把理论推广

本文 8 ! Β ! 年 Β 月 ! 日收到
4
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到其它情况
4

我们也不考虑纵向空间电荷效应
4

带形束在运动过程中
发射度图形的变化

图

设 &:Χ
。
< 为

Δ

我们认为带形束在水平方向的宽度 Ε 远大于

垂直方向的宽度 Χ :幻
4

以 Χ 表示带电粒子束中

粒子在垂直方向的坐标
,

假定束对 Χ Α 3 平面对

称
。

Α 3 处束中8川 提 Χ。的那部分束流的强度
,

显然

, :, 。< 一 > ,

ΦΔ
’

, 。:, , ‘,
·

: <

Γ :知<是束的初始束流密度
,

我们设它只与 Χ。有关
4

束的总束流强度 &
‘

为

≅ ,

Α & :∃
。
<

,

Χ 。是 Χ 在
Δ Α  处的值

4

在粒子温度为 。时
,

粒子在 Χ 方向的运动方程为

:> <

Η Ι ; 、
一

下, 丁Χ 、Χ 3 , ϑ夕一
口7 ‘

刃&:夕
。
<

ΙΕ Κ。, :7<
’ :Λ <

、少、少、少曰

份,Μ
>4、‘了、
、4 ;、

我们认为粒子在
, Α  时

≅ Α 3 , Χ Α Χ 
,

夕Α  
4

此处
盆为时间

,

为真空介电常数
, 。

为粒子的纵向速度
4

方程 :Λ < 的解可写为

夕:夕
。,

7< Α ( :7
< &:夕

。
< Ν 夕。

4

当 Χ。 Α Χ 。
时

Χ :7< Α Χ:Χ
3 , Ο

< Α ( :7< &
,

Ν ∃ 。,

崔:7< 一 :∃ :7 < 一 Χ 。
<; &

, 4

刃为粒子的荷质比
,

旬

、产、、> 4
门了.凸

‘了、了‘、

由此
,

这里

夕:夕
。, ,

< Α 尹7Χ :7< 一 ∃ 。= Ν 占Χ
。,

夕:Χ
。, ,

< 一 夕夕:7<
,

尹Α
&:夕

。

<

&,

‘一

瓷
·

∃一ΠΗ一Η
一一

4

ΧΧ一
Θ‘Η一Η

一一
4

Χ

∃
,

夕可以由求带形束发散的方法求出
“ ,,8

4

由式 :Β <
,

:Κ< 可以确定带形束任一时刻发射

度线的形状
4

实际上由 夕:约 曲线求 夕:刃 曲线 :即发射度线 <相当于利用式 :Β <
、

:Κ< 进行线性变

换
4

在图 Λ 中它相当于曲线 . Ρ 变换为曲线 . Σ
,

而矩形 . ( Ρ ∋ 相应地变换为平行四

边形 3 Τ 对万
4

由式 :Β<
、

:Κ< 还可计算出发射度线上各点的斜率
,
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Η夕 Α 夕
:! <

∃ 一 ∃ 3

:
、少、尹八曰4 48曰4几, 4二‘了、了4、丝 Α 兰丝

Η 杏 &
Δ

Η 夕。

8 一李、
丝 Υ
Η夸;

一 更旦亚应
4

歹
。
是束的初始平均束流密度

,

Α 卫‘
ΙΕΧ 3

,’ 

队
 Α ς

一
一

丁丁一
Α Χ “

Φ匕
 8 团

,

图 Λ

图 Λ 是初始束流密度按抛物线分布的带形束的 ϑ :Χ <
,

尹:妇 和 夕:刃 曲线
4

对于这种

束
护。 一立 凡: 一 萝

,

<
,

>

。

? Λ 。

厂
Δ

? 夸>
、

尸 —
4

吧ς 、 8

— —
下,

> Ω Λ ;

Λ
,

;
,

尸、
, , ,

Χ 一万 “、
‘ 一言<、

‘ 一 ‘。, 一 , 。
·

Λ
夕 Α — Ξ :

Π 一劝 么
Ω Λ ;

:8 ><

:8Λ <

:8斗<

:8 <
·

注意在

适合
4

Χ 一 ∃ 处丝
碑Χ

Α  
4

这一点对于一切束边缘处束流密度连续下降到 。的带形束都

图 5 是束流密度遵循 , ΨΖ ΚΚ 分布的带形束的 Γ :Χ <
,

声:妇 和 夕:刃 曲线
4

对 于 这 种

束
≅。:夕

。
< Α

&
,

了元砧

·
。
:
一

釜<
,

:8 Μ <

。为一常数
4

这种束没有一个明确的边界
,

我们以 &:Χ 。< Α  
4

! 8 ,

来确定它的边界
4

此

一 止匕
。Ο [

 
4

! :
4一

荞黔<
‘

2 Ι 口
,

: 夕<

气 门
, ?

医
、

8

团
? Π

,

丫

匠丑二
。

4 , ·

汽 Χ 。  8
’

0 ∃. 丫

图 5
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上述方法可以推广到粒子温度不很高的情况
4

我们可以认为上面求出的发射度线是

束的发射度图形的中心线
4

假定在
, Α  时束的发射度图形上 Χ。处图形宽度为 ∴。:Χ <

,

则在任一时刻
, 发射度图形上 Χ:Χ。,

7< 处图形宽度 人:Χ
,

,< 为 :图 <

、,Ι
、

、;.乃],
吸4且88

ΙΟ、
、
Ι‘
、‘:, , ‘

, 一 ‘。:, 。,
;念

·

念
一

喊
一 8

<粤
十 ,

·

利用这一方法计算束的发射度图形
,

图形的面积将保持恒定
,

这是符合 1ϑ 3Ζ ⊥ϑ 6 定理的
4

还可以计算束中各处的束流密度 ϑ和空间电荷密度 _
4

、夕,
Ο

、,;
八0&,,二,勺工

 !、了∀、!#、

·

∃ 一 ,。 %立
,

% & ∋ (

) ∗+∋
, ,

∃
。 +

二

∃

+#,心

随着
二 的增加

,

− 》 −.
,

+夕
, 二

∃ 一
∗( ∋ (

∋

这表明随着束的发散束流密度将逐渐趋向均匀
/

三
、

非均匀带形束在运动过程中有效发射度的增长

由于非均匀束在运动过程中发射度图形受非线性空间电荷场的作用而扭曲
,

它的有

效发射度不断增长
/

设某一时刻带形束在 + ∋
, 夕∃ 相平面上的发射度图形为 0 +图 , ∃

,

能

完全容纳 0 的最小椭圆面积为 1 ,

则我们定义带形束在 ∋ 方向的 +规一化 ∃ 有效发射度为

。 一 上 2 ,

+ 3 4 ∃

式中
‘ 为真空中的光速

/

我们先讨论粒子温度为 。的情况
,

带形束的发射度线可以由 夕+约 曲线经过线性变

换得到
/

现在我们作一个完全容纳 夕+约 曲线的最小椭圆
,

设其面积为 介
/

此椭圆经过

同样的线性变换可以变成完全容纳发射度线的椭圆 + 图 5 ∃
,

因此

1 6 ∋ 。夕1 ,
/

+ 3 , ∃

登止
。 。

述且
一少

‘ 6 7 . 3

图 5
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显然
,

束的有效发射度 “与 Χ。成正比
,

并且随 夕成正比地增长
4

凡的值与 尹:约曲线的形状有关
,

亦即和束流密度的分布有关
4

例如对于初始束流密

度按抛物线分布的带形束 :图 Λ <
,

万, 近似为三角形 . / Ρ 面积的两倍
, 即 生

4

Λ
因此

、,了、了心乡85,‘,‘
产‘、%

/

、
。 一 生 ∋. 夕 9 生 6

对于粒子温度不很高的情况
,

我们可以近似地认为

一 :
。; < +上

; 。, ; ,

、
’ ’

。 。

为带电粒子束的初始发射度
/

四
、

轴 对 称 束

轴对称束的非线性空间电荷效应可以用类似的方法来研究
/

以 = 表示束的半径
,

表示束中粒子的径向坐标
,

= 。
和

, 。
表示 , 6 ( + ; 二 .∃ 时 = 和

犷 的值
/

在粒子温度为

时
,

如果不考虑束中粒子轨迹的交叉
,

粒子的径向运动方程为

釜
·+一

‘
, > ? + # 。∃

3 , 。。,
+
≅
∃

, + , 。, , ∃
’

+ 3 Α ∃
‘

,+ 一卜
3 二

Β了
, 。+ ·∃ ·‘二

在 = 比天。
大不太多时方程 + 3 Α ∃ 的解可近似写作

, + Χ 。 , ≅ ∃ 6 夕Δ 刀 + ≅ ∃ 一 = 。Ε < 蜜= 。,

户+ Χ 。, ≅∃ 6 夕左+
≅
∃

,

声一
? +

, 。∃
!
‘

杏

+ 3 Φ ∃

+ 3 Γ ∃

这里

=一≅&一&
一一左

&#一Η一一
/

#

= ,

灰可 由求轴对称束发散的方法求出
【卜川

/

由式 + 3 Φ ∃
、

+ 3 Γ ∃ 可以确定轴对称束任一时

刻发射度线的形状
/

实际上式 + 3 Φ ∃
、

+ 3 Γ ∃ 和式 + Α ∃
、

+ Φ∃ 形式上是完全一样的
,

仅 夕的形

式不同
/

图 Α 是初始束流密度按抛物线分布的轴对称束的 ∗. + #. ∃
,

夕份∃ 和 , + ,

∃ 曲线
/

对

于这种束
Ι。+

# 。∃ 6 3元+ ϑ 一 参,∃
,

+ 4 .∃

‘

、产
、

、%、、产,ϑ,‘!7内凡8,∗内凡Κ!‘、‘了、!‘、吞+ Χ ∃ 一 ; Χ +
Χ 一 宜、

,

3 %

+ = 一 天。∃ < , 。,

、

、/了!、,,%七Λ一,一七Μ一,山

一
, “

+
Χ >

‘一 , 。

+
, >

同样我们可以计算发射度线上各点的斜率
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Η 户

Η Ο

户

+ 一 + 3

:
一

塑
Η夸 鑫Φ

, ’
。

:
Ο 。

, ς

钊人
‘

巴 Υ

Ο

, ‘

片74 + 3 +一

队匕

上述方法同样可以推广到粒子温度不很高的情况
,

此时式 :8 9 <
、

:8 ! <为下面二式所

代替
4

、> 4
、、4产

‘0Θ了,、,、‘
、

‘了、

∴ :
,
· , 7

< Α
∴。:

Ο 3
<

Η Ο

Η Ο 3

氮
一

:最
一 ‘

<
·

会
·

8
>‘。:一 , 一

豁=
Ν ‘

·

对于非均匀轴对称束在运动过程中有效发射度的增长
,

式 :> Λ <
、

:> 5 < 同样适用
,

但

夕
, ∃。应以 欢

, + 。
代替

4

应当注意
,

对于带形束 夕:约 总是单调上升的
,

而对于轴对称束 武约可以不是单调上

升的
4

如果一个轴对称束的 夕:约 曲线上有一段粤 ⎯  ,

当 + 增大到一定程度时发射
Η夸 一

’

ς

一度线就会变为非单值的 :图 9 <
4

这种非单值性表明粒子温度为 。的带电粒子束中某些粒

子的轨迹已经发生交叉
4

:Λ 户么二 ≅ ,

‘卜奋名一 .

名 用 Ι

我们知道
,

运动方程 :> Β< 不适用于粒子轨迹已经发生交叉的情况
4

因此我们需要知

道在什么情况下粒子轨迹开始发生交叉
4

中曲线 :Λ <<发射度线上交叉点处的斜率

迹开始发生交叉的条件

容易看出
,

在粒子轨迹开始发生交叉时 :图 9

牟 应为无穷大
4

由此可从式 :Λ 5 <导出粒子轨
Η Ο
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Θ浏菇 Α 一 + 。
; :尺 一 + 。

<
4

式 :Λ9 < 右端在
≅ Α  处为 一 α3

,

随着束的发散逐渐趋于  
4

由此可知 Δ

:乡9 <

如果轴对称束 , :约 曲线上各处粤 < 。,

则在粒子温度为 。时束中粒子轨迹不可
Η 夸

能发生交叉 Π

>
4

如果轴对称束

生于
Ο ,
处 Π

粤 在
, 一 , 。

处取剥
、
值 :粤、 ⎯ 。,

则粒子轨迹交叉 最先发
Η 夸 、 Η 夸 ; β ϑ]

Λ
4

设轴对称束在
Δ Α 殊 处粒子轨迹开始发生交叉

,

则

+ :一 , 一 + 。

卜
ς

:川Ω Η夸; β , ]

:Λ ! <

显然我们的理论仅适用于
Δ : 踢 处

4

再看一下前面的例子 :图 Β <
4

对于初始束流密度按抛物线分布的轴对称束
,

兰色 , > 一 Λ互

Η夸
:5  <

当 夸一 Π 时粤 取最小值 一 8
,

由式 :Λ ! <可知束在 + 一 Δ + 。
处粒子轨迹开始交叉

一Η 互

般来说
,

轴对称束束流越集中在中心
,

粒子轨迹交叉就发生得越早
4

五
、

理 论 的推广

在本节中我们将把上述理论推广到非平行人射束和存在线性聚焦力的情况
,

我们只

讨论带形束
4

先研究非平行入射束
4

在粒子温度为 。时
,

设
≅ Α  处粒子的初始 Χ 向速 度夕。 Α

夸夕。
,

则方程 :Λ < 的解为
夕:Χ

。, 7
< Α 声:∃ 一 ∃ ,

< Ν ΞΧ
。 ,

:5 8<
夕。

。, 7
< Α 夕:夕一 夕

。
< Ν 杏夕。

,

:5 ><

这里 Χ , Α 加 Ν Χ 。,

在不存在空间电荷力情况下 ∃ Α ∃
, 4

利用线性变换 :5 8 <
、

:5 > <

可由夕:约 曲线求出任一时 刻 的 夕勿< 曲 线

:图 ! <
4

下面研究存在线性聚焦力的情况
,

此时

粒子的运动方程为

矛
; 、

叫

下下 Χ‘Χ3, ϑ ; Α
叮8 4

刀了:夕
。
<

Ι Ε 3 3 , :7<
一 左:

7< Χ ,

:5 Λ <
⋯口

Δ

友:7 < Χ表示线性聚焦力的作用
4

我们假定平

行人射的带形束在此聚焦力作用下束的宽度

保持不变
,

即 ∃ :7 < Α Χ3
4

显然

ΩΩΩ 片片

ΩΩΩΩΩ

受:7<
刃&

了

ΙΕ。。。 :
7
< Χ 。

:5 5 <
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共
, :, 。

, ,
< 、 万
男一 :, 二 Π <

4

Η 扩 艺Ε Κ。夕又7<

七 Χ3
4

方程 :5 , < 的解为

:朽<

这里认为束中粒子的 Χ

这里 丫,

, :, 。
, ≅
< 一 夕:Χ , 一 ∃.

< Ν 参:Ι ∃。 一 ∃ ,
<

,

:5 Μ<

夕:夕
。, 7< Α 口夕, 一 夸夕,

4

:5 Β<

为不存在线性聚焦力时束的宽度
4

利用式 :5 Μ <
、

:5 Β < 可由夕:约 曲线求出 夕:, <

曲线
4

应当注意
,

无论式 :5 8<
、

:5 > <和式 :5 Μ <
、

:5 Β <
,

入 大才门 都只适用于 ’:⊥< 为单值函数的情况
,

这一点和上节

∃ 。 丫
。

图 8  

向的平均电场强度是相同的
4

少束的非线性空间电荷效应
4

是相同的
4

作为一个例子
,

图 8 表示粒子温度为 。的非均

匀强流带形束在两种加速电场中发射度线形状的变

化
4

束是平行人射的
4

图中曲线 8 对应于 ∀ϑ 6Ο α6 加
一Χ 速电场

,

束在此电场中受到线性聚焦作用使束宽度

保持不变 Π 曲线 > 对应于均匀加速电场
4

两电场纵

可以看出
,

∀ϑ 6Ο
α6 电场虽然能使束保持不发散

,

但并不能减

六
、

结 语

从以上研究中可以看出
,

带电粒子束在非线性空间电荷场作用下发射度图形的变化

与其束流密度分布有着密切关系
4

粒子温度为 。的带电粒子束任一时刻的发 射度图 形

:发射度线 <可由 夕:约 曲线经过线性变换得到
4

由此可以作出粒子温度不太高的带电粒

子束的发射度图形
4

带电粒子束在运动过程中有效发射度的增长与 夕:或 户< 成正比且

与 夕:约 曲线的形状有关
4

由于 夕:约 曲线是束流密度分布的积分曲线
,

因此束流密度分

布的细节对发射度图形的变化影响不大
4

本文仅讨论了带形束和轴对称束
,

在束流输运系统中还经常遇到椭圆截面束
4

可以

把它看作是居于带形束和轴对称束之间的粒子束
4

因此根据对带形束和轴对称束的非线

性空间电荷效应研究的结果
,

可以对椭圆截面束在非线性空间电荷场作用下发射度图形

的变化和有效发射度的增长作出大致的估计
4

对带形束
、

轴对称葬吓口椭圆截面束的非线

性空间电荷效应还可以用矩阵方法来研究
,

这一间题我们将另行讨论
18>=

4

在第四
、

五节中我们看到
,

对于粒子温度为 。的束在运动过程中也可能出现粒子轨迹

的交叉
,

此时 夕:Χ< 不再为单值函数
4

解析方法可以指出何时发生这种交叉
,

但在交叉发

生后即不再适用
4

一般来说
,

在发生轨迹交叉后带电粒子束的有效发射度增长比较快
4

在

要求粒子束光学质量较高的情况下
,

不允许出现这种情况
4

这一工作得到了高能物理研究所赵忠尧
、

谢家窿先生的关心
4

本文承北京大学陈佳

洱先生
、

严声清同志和高能物理研究所方守贤
、

陈鉴璞
、

冯宝树同志校阅
4

特此致谢
4
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