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单 纯 李 群 的 不 可 约 表
’

示 :&;

—
单纯经典李群无穷小生成元的张量基

孙 洪 洲 韩 其
∋

智
:北 京 大 学;

摘 要

在本文中
,

通过对单纯经典李群无穷小生成元对易关系的分析
,

引入了无穷

小生成元的一组新基—张量基
∋

在张量基中
,

无穷小生成元可以写为若干个

相互对易的标量
,

若干组相互对易的角动量 < 若干组不可约张量
∋

它们满足的对

易关系简单而有规律
∋

利用单纯经典李群无穷小生成元的张量基及前几篇文章
“

秩 = 紧致单纯李群的不可约表示 ,, >&
,

? ”
中所用的方法

,

我们就
�

可以系统地

解决单纯经典李群的不可约表示问题
∋

一
、

引 言

我们对于单纯李群的不可约表示已经有相 当的了解
,

在许多重要的物理问题中
,

都应

用到了单纯李群的不可约表示
∋

但是
,

除了 . ,
群可以用对称群 6 群理论系统地解决其不可约表示问题 :包括求出所

有不可约表示
,

不可约表示直乘的分解
,

约化系数等等;以外:陈金全
、

王凡等同志也在这

方面进行了系统的研究 ≅&Α ;
∋

对于其他单纯李群
,

具体解决其不可约表示问题尚没有系统

的方法
∋

这主要是因为
Β

 
∋

虽然用最高权矢量可以唯一地标记单纯李群的不可约表示
,

但是要标记该不可约

表示的基矢
,

除了权矢量以外
,

还须要引人

 Χ 、 ,

> Δ
一二二 :0 一 Ε  ;
=

个附加算符
〔=一‘, ,

其中0 是群的阶
,

& 是群的秩
∋

目前还不清楚如何引入这些算符
∋

=
∋

应用单纯李群无穷小生成元的 − ΦΓ 9ΦΗ
一

Ι 8ϑ &基
,

可以给 出一组相对简单的对易关系

式
∋

但是利用这组对易关系式来求李群的不可约表示
,

却没有一定的方法可循
∋

Ε
∋

对于秩大于  的单纯李群
,

其不可约表示的直乘不是简单约化的
∋

不久前
,

我们从分析秩 = 单纯李群无穷小生成元对易关系出发
,

发现秩 = 单纯李群无

穷小生成元的另一组基
—

张量基
∋

利用张量基
,

不仅无穷小生成元满足的对易关系简

本文  ! Κ ! 年 Κ 月 =Ε 日收到
∋
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单而有规律
,

而且可以全部或部分地找到 ≅   中所提到的附加算符 :对于 . Λ , − Β
找到了

全部
,

对于 Μ Λ ,

‘Β
找到了部分附加算符;

∋

应用张量基和角动量理论
,

可以克服前面提到

的三个困难
,

从而解决了秩 = 李群的不可约表示间题
〔习

∋

另外
,

利用秩 = 李群无穷小生成元的张量基
,

我们还求出了 阶 化 李代数 Ν 6 :=八;

Ν Ο :�八 ; 的不可约表示
〔‘,

∋

我们现在推广这一方法
,

使官也适用于任何单纯李群
∋

为此
,

首先须要对于任意单纯

李群建立其无穷小生成元的张量基
∋

在本文中
,

我们建立经典单纯李群 . Β , Μ , , Π Β ,

Θ Β
无

穷小生成元的张量基
∋

在建立了单纯李群无穷小生成元的张量基以后
,

即可应用 【� 中

所述的方法
,

解决它的不可约表示问题
∋

二
、

角动量与不可约张量算符

在本节中
,

我们定义一些以后常用的算符
∋

 
∋

角动皿算符

用 二: ;
,
了:= ;

,

⋯
, >

:
, ; 标记相互对易的

Η 组角动量算符
,

它们满足

≅ Β 。:Ρ;
, Β 士 Β

:Ρ; Σ 士 Β Τ <

:Ρ;
,

≅ Β
,

:Ρ;
, , 一 ,

:Ρ; Σ 一 Β 。
:Ρ;

,

≅ Β
:Ρ;

, ,
:Υ; ς Σ #

∋

当 Υ铸 Ρ时

其中
Β Β

:Ρ;
, Β 。

:Ρ;
, Β 一 <

:Ρ; 是
Γ
:Ρ;的球分量

∋

=
∋

标 9 算符

用 . : ;
, . := ;

,

⋯
, . :? ; 标记相互对易的标量算符

,

它们满足

≅ , :Ρ;
, . :Υ; ς Σ % , Ρ

,

Υ任意
,

≅. :Ρ;
, . :Ρ; ς Σ #

∋

Ε
∋

不可约张 9 算符
,
:Ρ ; 的

Γ
秩不可约张量算符的 Ω 分量 6芬:Ρ;

,

满足以下对易关系

≅ Β 。:Ρ;
,

6异:Ρ; ς Σ 户6导:Ρ;
,

≅ Β 士 Β

:Ρ;
,

6二:Ρ;& Σ − Τ
:

Γ
Ω;6冬、

<

:Ρ;
,

:=
∋

 ;

:=
∋

= ;

:=
∋

Ε ;

≅ Γ :Ξ;
,

6二:Ρ; ς Σ #
∋

当 Ρ铸 犷时

其中 ( Σ 一
< ,

一
Ψ &

,

二 ,, <
∋

Π Τ
:

<
。; 一 二 、

Ζ粤
:

< 二 , ;:
< 士 , Ψ , ;

∋

∃ 乙

:=
∋

Ε
’

;

�
∋

乡重不可约张9 算符

算符 Ο “”
‘

” Γ ·

:Ρ
< ,

⋯
,

Ρ
Β

; 是
Γ
:Ρ

Β

;
,

⋯
, Γ

:Ρ
。

;的
Γ & ,

⋯
, Γ Β

秩不 可约 张 量算符
,

(‘, ’ · , (‘

(
Β ,

⋯
,

(Φ 是其相应分量 <

(
。

Σ 一
Γ 。 ,

一
Γ 。

Ψ  
,

⋯
,

几
, Φ Σ  , =

,

⋯
,

Φ∋

满足以下对易关系
Β
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:Ρ&,

:Ρ,,

一一一一;ςΦ;
∋

李,∋

  ∋以ΓΦ:
、,∋’Φ,(Φ≅ Β 。:Ρ

Φ

;
,

Ο
Γ , ’

‘ ’

(Ρ

一
,

≅ Β Τ ,

:Ρ
。

;
,

Ο
Γ ‘

’ ‘

户 & , ‘
·

(
。

6
、

, ’ 一”
、

户一
’

一 户‘
⋯

,

,’Φ ;
,

Π Τ
:

Γ Φ

(
。

;Ο
几

, ’
‘

”
钻

, ” ‘ ,

、

户‘
Τ

一 Ω Φ士 ,
, ‘一,

户口
⋯

,

Ρ
。

;
,

:=
∋

斗;

:9’&,≅ Β :Ρ
,
;

,

6 几
, ””

、

户Ρ , ’ ‘ , (Φ
⋯

,

Ρ
。

; ς Σ #
,

Ρ , 铸   ,

 =
,

⋯ , &Φ

− Τ
:

Γ 。

Ω
Φ

; Σ 干  Χ

— 、Γ Φ

=

干 (
Φ

;:
Γ 。

士 (
。

Ψ &;
∋

:=
∋

�
,

;

三
、

单纯李群 . , 无穷小生成元的张量基

李群 . , 无穷小生成元的非零根为
’=一‘, Β

8 , 一 8 Ν
,

Ρ 钾 Υ
,

Ρ
,

Υ Σ & , =
,

⋯
, & Ψ  

∋

。‘
是 & 十  维空间矢量

Β

中且中�其

。 �

 ! ∀
, #

,

∃,

⋯
,

# %
, 。 &

 ! #
,

∀ , #
,

⋯
,

# %
,

⋯
, ∋ , ( )

 !#
, #

,

#
,

⋯
, ∀ %

根矢量的归一化常数 ∗ 为

犬  了& !+ ( ∀%
,

在李群 − , 无穷小生成元的 ./ 0)/1
一

2 ∋3∀ 基中
,

取结构常数 4
“ ,

, 为

4
‘一 , ,

5一 �

一生
,

∗

其中

以下分两种情况进行讨论

6
,

6  &△
,

△ 为正整数
,

即 ∀

7 8 少8 毛

为偶数情况
,

生成元的 9/0 )/1
一

2 ∋: ∀ 基
,

当 /
对应于某一根

设 ; ∀ ,

从
,

⋯
,

;∀
( � ,

< 5 。

是群 禹 无穷小
∋ ‘一 ∋ , 时

,

就直接用 < 5 ! 5一 , %
表示 < 5 / ,

令

= 。! 7 %
二

= 5 6

! 7 %

− ! 7 % >

∗
?

— 戈一 月 &‘一
&

十从
‘

%
,

∗ 一

 土 万不 尤 扒 一伍一 ∀ %(& 口 = 6
 7 , 艺 , ‘

” , 。
,

≅ &

∗ !从
、一 ,

( 从
‘

%
,

! Α
,

6一 ∀ %

Β  一 ∗ ; Χ(
∀ 一艺 双7%�

3畜
�

! 7 %  Δ
。。

! 7 % 为 =

二上兰
=

阵一毕一阵
万

异!

止
一一二—阵

二亚兰竺匕
Ε

Φ一亚全竺竺二
一

∀ ‘丝∋Γ 二 ∀ ‘兰
2∋ 。

Φ 斌万
“ 一‘, ’一 , , ( “ ( ”

Η 斌万
“ 一” ( “ ( , ,

! Α
,

Η 一 &%
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Ο

禁:ΤΝ; 一 [
。。<

:, Ν; 为 Β

资资卜之之
 Χ === 一  Χ ===

    Χ === ∴ ]]] ∴ ]]]

一一一 Κ 了 石‘ ‘, 一‘, , 一 , ,, 一于万艺‘, ‘, 一‘, , ,,

&&& 一  Χ === ∴ ]]] ∴ ]]]

ΚΚΚΚΚ 百
百‘, ‘一 , , 一‘, , 一 , ,,

Κ 丁气
, ‘一 , , 一‘, , ,,

一一   Χ === ∴ ]]] ∴ ]]]

一一一Κ 万艺一‘, ‘一 , , Ψ ‘, , ’’
,

⊥ , 二二二 七] , , ‘
一

、
占

, , < ]
、、

ΥΥΥΥΥΥΥ , 沪伪 、 , ⊥ 一 , ∋ 、 ∋ , ∋ ,,

犷犷犷犷 ‘‘

一一  一  Χ === ∴ ]]] ∴ ]]]

一一一歹万石一‘, ‘, Ψ 仁, , ’’ 歹了 七一‘, ‘’Ψ ‘, ,一 , ,,

Ρ _ Γ :Ε
∋

 一 , ;

这些算符的总数为

Ε △ 十 △ Ψ =
∋

=△ Ψ =
∋

�
·

生 △:△ 一 &; 一 �△:△ Ψ &; 一 &: & 十 = ;
∋

:Ε∋  一� ;
=

通过直接计算可以证明
Β

 
∋

式  ;
,

9: = ;
,

⋯
, Γ :△; 是 △组相互对易的角动量算符

,

它们满足对易关系 :=
∋

 ;
∋

=
∋

. :&;
,

. := ;
,

⋯
,

. :△;是 △个相互对易的标量算符
,

它们满足对易关系 :=
∋

= ;
∋

Ε
∋

6
。<

:Ρ; 和 6
Β , <

:ΡΥ; 分别为
Γ
:Ρ; 和

Γ
:Ρ;

, Γ :Ρ;不可约张量和多重不可约张量算符
,

它们满足对易关系 :=
∋

Ε ; 和 :=
∋

勺
∋

�
∋

认
,

:4 还满足以下对易关系

〔. :Ρ;
,

6
Β 宁

:Ρ; ς Σ Φ 6
Β ,

:Ρ;
,

〔。∋ :,;
,

Ο 一 Β ,

:、;〕

一丫
 ,

∋ 、

万
Γ ,“、, 夕,

〔Ο
Β

, 、;
,

。 一。一。

:,;卜 一

合Ζ一
:‘, Ψ , ,

:
⎯

‘

Ψ

合
. :‘,

;α
,

:,
·

‘一 , ,

〔[
·,
:、;

,

Ο一
<

:, ;卜藉
·6一:‘, ;

·

�
∋

矶
Ω <

:ΡΥ; 还满足以下对易关系

≅ . :Ρ;
,

6
Β , <

:ΡΥ; ς Σ Φ 6
。, <

:ΡΥ;
,

〔. :Ρ;
,

6
Φ , <

:ΡΥ; ς Σ 一 Φ 6
。, <

:ΡΥ;
,

≅ [
。Ω 。

: �;
,

Ο 一。 , 一<

: �; 一 一 < 丫万
Β = ,

:Ρ;
,

≅ Ο
。Ω β

:ΡΥ;
,

Ο 一。一 , β

:�=; 一 一 , 斌万
公匆:Ν;

,

:Ε
∋

卜 χ ;

≅ 6
“, <

:ΡΥ;
,

6 一 Β 一, 一 。

:  ; Σ 一 Ζ甲
Β 。
:Ρ; Ψ 户Β 。

:Υ; Ψ Φ户叮:. :Ρ; 一 . :Ρ;;α
,

≅ Ο
。, < ,

: �;
,

Ο
“一 < , <

:Ν友; ς 一 丫万,
‘

Ο
。, <

:Ρ友;
∋

在公式 :Ε
∋

 一χ ; 中
,

我们定义了

6
。, <

:ΡΥ; Σ 6 、
,
:ΥΡ;

,

:Ε
,
∋

 一 χ
’

;

:Ε
∋

 一 χ ; 中 Ρ
,

Υ
,

反大小可以任意
∋

χ
∋

6
Φ <

:>;
,

6
。, 。

:ΡΥ; 间满足以下对易关系

Β Ο
。

<:
、;

,

6 ]
一。<

:,Ν; 一 ,斌万Ο ∋ :Ρ;
∋

:Ε
∋

 一 Κ ;
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Κ
∋

这些算符间的其他对易关系均为 #
∋

)
∋

& Σ =△ 十  ,

△为正整数
,

即 & 为奇数情况
∋

Β 。
:Ρ;

Β Τ  

:Ρ;

∴
Χ

Σ 一 又一 月= ‘一 &

=

这时
,

令

Ψ 月= ‘

;
,

Ψ 一

当上
一 挤万

:/
Τ < :一 8Λ

Β 一 , ;Ψ =‘;
;

,

. :4 Σ ∴ :从
‘一 

Ψ 从Α
∋

·

“
’

, △ 十 & :Ε
∋

= 一 &;

其中 . :Ρ; 满足关系

艺 才:‘; 一 ” ,

.: △ Ψ , ; 一 一 艺 “:刃
∋

6
。, 。

:ΡΥ; 仍由 :Ε
∋

 
一 Ε ; 式决定

,

不过这时取 Ρ _ Υ

总数为
Β

=
,

⋯
, △ Ψ  

:Ε
∋

=一 &
’

;

这些算符 的

Ε :△ Ψ &; Ψ △ Ψ =
·

�
 ,

∋

— 气δ ⊥⊥9
Σ

& 少4 Σ
=

:=△ Ψ &;:=△ Ψ Ε ; Δ Ξ:& Ψ = ;
,

:Ε
∋

= 一 = ;

容易证明

 
∋

式  ;
,

9: = ;
,

⋯
,

式△ 十 &; 是相互对易的角动量算符
,

满足对易关系 :=  ;
∋

=
∋

才: ;
,

. := ;
,

⋯
,

月:△;是相互对易的标量算符
,

满足对易关系 :=
∋

= ;
∋

Ε
∋

6
。, 。

:ΡΥ; 满足对易关系 :=
∋

� ;和 :Ε
∋

 一 χ ;
∋

�
∋

这些算符间的其它对易关系均为 #
∋

四
、

单纯李群 Μ& 无穷小生成元的张量基

李群 Μ , 无穷小生成元的非零根为
〔=一‘

士 8 ‘士 8 Ν , 士 8 Ρ ,

Ρ _ ,
,

Ρ
,

Ξ Δ  , =
,

⋯
,  

∋

根矢量的归一化常数 ∴ 是

尤 一 了= := =止 &;
∋

在李群 Μ , 无穷小生成元的 −Φ Γ9 ΦΗ 一Ι 8Ο& 基中
,

取结构常数 0
。 ,

, 为

0
Τ

,

Ξ Σ 0 ,
,

‘一, 一 0
、一 ,

,
, Ψ Τ Σ 0

‘Ψ ,
,

, 一 , Σ 0
, Ψ ,

,
Τ一 ,

Σ 0 , 一 Τ
,
‘一 ,

Σ 一 &Χ ∴
,

其中 Ρ
,

Υ
,

友满足 Ρ _ 夕_ 左
∋

以下分两种情况进行讨论
Β

 
∋

 Σ =△
,

即 & 为偶数情况
∋

这时令

Β 。

:Ρ;

Β 士 ,

:Ρ;

∴ & ] ,

一一 气月
=

Ψ )
‘ 

;
,

一 Ψ ⊥ 丝一
一 了万

/ 士 :, Ψ 、Β ; ,
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‘。:‘
 

, 一
警

:一从 Ψ 从
、

,
一

一:Ρ&; 一 士

六
“ 生 :

一甲 <
⊥

:�
∋

 一  ;

Ο
言言:

Τ
,

Τ ,

; 一 Ο , <

:, ; 为
Β

:�
∋

 一=;

6
言拱

,

:Τ、
,

�=
 

; 一 Ο , 。, , , ,

:‘, ; 为
Β ‘_ Υ

,

又又
·

‘‘

    & &&& &    & ,,,

户户 β εεεε = === = === = === = ===

      ∴ ]]] ∴ ]]] ∴ ]]] ∴ ]]]

=== === 一 甲丁竿井 七‘
∋

Ψ 于
∋∋∋ ∋

尸Κ 井声 七声 � <<<
一 ⊥

于

一 七户
]

] <<<
一 ⊥ 节二二二 七奋

]

] 咨
]]]

∃∃∃∃∃ === ∃ === ∃ === 丫 ===

,,, 999 ∴ ]]] ∴ ]]] ∴ ]]] ∴ ]]]

=== === 竺弓下拼 打矛Ψ 矛
∋∋∋

一 兮丁二

牛 七矛译 于于 ⊥ 弓
Σ 七 亩] 弓弓 铸吮界二二 七声] ‘

]]]

∃∃∃∃∃ ΛΛΛ ∃ === ∃ === ∃ ===

&&& &&& ∴ ]]] ∴ ]]] ∴ ]]] ∴ ]]]

=== === 竺弓竿井 七 ] 亩Ψ 奋
∋∋∋

一甲下二井 七 ] 矛小 于于 Σ , 二二 七 ] 分] <<< Σ Σ 了

Σ 七 ] 声] 劣劣

∃∃∃∃∃ === ∃ === ∃ === ∃ ===

      ∴ ]]] 左左 ∴ ]]] ∴ ]]]

=== === 甲Κ 二井 七] 亩
∋

小于于 一

考及
, = Ψ ,, 一号二二二 七 ] 奋 ] 子子 Σ 号二二二 石 ] 宕

]

] 子
]]]

∃∃∃∃∃ ΛΛΛΛΛ ∃ === ∃ ===

 一Ε ;

在 :�
∋

 一  ;一:�
∋

 一Ε ; 中
,

Ρ _ Υ
, Ρ

,

Υ Σ &

这些算符的总数是

Ε
,

�
,

Κ = △ 一 &
,

Ρ ,

一 Ρ Ψ  
,

Υ
< Σ Υ Ψ &

,

:�
∋

 一� ;

,
‘ ∋ , ‘ ∋ 。 ,

 
二

,
∋
、 , , , , ∋ , 、

Υ
∋

乙4 十 今
∋

自 十 Α 4 ‘

一 4 气口 一 Ρ 夕 Σ 从“ 十 Ρ人
=

:斗
∋

 一� ;

可以证明

 
∋

式4
,

9: Ρ&; 等是相互对易的角动量算符
,

它们满足对易关系 :=
∋

 ;
∋

=
∋

6 , ,

:Ρ; 和 6 , < , , , ,

:ΡΥ; 分别为 , :Ρ;
,

, :Ρ
<

; 和
Β
:Ρ;

, Γ : 
 

;
,

, :Υ;
, 二

:Υ
,

; 的多重不可约

张量算符
,

它们满足对易关系 :=
∋

� ;
∋

Ε
∋

巧
。

:Ρ ; 还满足以下对易关系
Β

≅ [ , 。

:Ρ;
,

Ο , 一。

:Ρ; ς 一 一 。丫云
=。
:Ρ;

,

≅ [ , ,

:Ρ;
,

[ 一 , 。

:Ρ; ς Σ 一 , 了万
Β =叮

:Ρ
,

;
,

≅ 6 Ω <

:Ρ;
, 6 一 , 一 β

:Ρ; ς Σ 一 Ζβ
Β 。
:Ρ; Ψ Ω Γ 。

: 
 

;α<

≅Ο 。。

:Ρ;
,

6 , 。

:Υ; ς Σ

�
∋

巧。丫:ΡΥ; 还满足以下的对易关系
Β

]

江
∃ =

6 , 。, , 。 ,

:ΡΥ; :�
∋

 一 χ ;
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≅Ο , 。。, 叮 ,

: �;
, Ο , 一。 一 , , 一。尸

: =; 一 一 , ,
’

,
‘

�了万
Β =。

:Ρ;
,

Γϑ
, 。。, 。 ,

:Ρ护;
, [ 一 , < 一, , 一。 ,

: �; ς 一 一 , <
’

宁
’

�了万
Β = ,

:Ρ
,

;
,

≅ 6 , 。, , < ,

:ΡΥ;
, 6 一 , 一。一 Ω , 一 β ,

:ΡΥ;& Σ 一 �户
,

宁
‘

Ζβ
Β 。
:Ρ; Ψ Ω Β 。

:Ρ
Β

; α

一 � (宁Ζ宁
‘Β 。

:Υ; Ψ (
’Β 。

:Υ
Β

;α
,

≅ 6 。, , , 宁 ,

:ΡΥ;
, 6 一 , , 一。 , , , , 。 , ,

:Υ友; Σ

在 :�
∋

 
一 Κ ; 式中

,

我们定义了

一 ( β

‘

= 了了[ , , 。, ·< ⎯ ,

:Ρ女;
∋

:�
∋

 一 Κ ;

6 。< 。, , ,

:ΡΥ; Σ 一 6 。, 。 , 。。

:ΥΡ;
,

因此在 :�
∋

 
一Κ ; 中

, Ρ
,

Υ
,

交的大小任意
∋

,
∋

Ο , ,

:Ρ;
,

Ο , 。, , 。 ,

:ΡΥ; 间满足对易关系
Β

Γϑ , , < ,

:Ρ;
,

[ 一 , , 一。 , , <

: =; 一 一 <
’

、
’

= 了万Ο 。。

:, ;
∋

χ
∋

这些算符间的其他对易关系均为 #
∋

Η
∋

& Σ =△ Ψ  ,

即 & 为奇数情况
∋

这时令

:斗一 Κ
‘

;

:斗一 ∀;

一

警
:。

‘
Ψ 。

‘7

;
,

一 土

六
/

一
, ; ,

一

警
:一)

‘
十 ) ΡΒ

;
,

一 土

六
/

一
7; ,

犬月‘, Β 士 ,

:Ξ; 一 士 ∴ / 士 , ,

:�
∋

= 一 &;

刀
告畏
3 叮 ;:  

 =; 一 Ο , β ,

:Ρ; 为
Β

ΣΣΣ Σ

石补ε之之
   ### ]    

   &&& 天天 ∴ ]]] ∴ ]]]

=== === 护了耳
‘Ψ ,, 一 一Κ 二Δ 石孟孟 一 ⊥ 号二二 七 ‘ ] ,,

∃∃∃∃∃∃∃ === 丫 ===

&&& &&& ∴ ]]] ∴ ]]] ∴ ]]]

===
’

=== 一 , 丁甲罗 七‘小 ,, 一Κ 二二 七亩亩 ∋

气Σ 七 Ρ] ,,

∃∃∃∃∃ === ∃ === ∃ ===

&&& &&& ∴ ]]] ∴ ]]] 天 一一

=== === 一 Κ 育艺一川川
Σ 勺

Σ 艺 ] 菇菇

Κ 了
乙 一‘一‘‘

∃∃∃∃∃∃∃ =====

&&& &&& ∴ ]]] ∴ ]]] ∴ ]]]

=== === 一 , 丁军井 七 ] >
‘

Ψ 之之 ⊥ Κ 一 七一‘‘ Σ ,

Σ 七] 奋 ] 史史

∃∃∃∃∃ === ∃ === ∃ ===

:�
∋

= 一= ;

了了
能始

叼 夕 β 夕
,

β

,

:ΡΡ
&

ΥΥ
&

; 仍由 :�
∋

 
一 Ε ; 式决定

∋

这些算符的总数是

Ε :=△ Ψ &; Ψ Ε
· �△ 十  χ

·

生 △:△ 一 &; 一 &:= 十  ;
∋

=
:�

∋

=一 Ε ;

可以证明

 
∋

《Ρ;
,

式Ρ ,

;
,

《4 等是相互对易的角动量算符
,

满足对易关系 :=
∋

 ;
∋
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=
∋

6 , 。,

:Ρ; 和 6 , 。, , , ,

:ΡΥ; 分别为 , :Ρ;
, Γ

:Ρ
<

;
, 二

:&; 和
Γ
:Ρ;

, Γ
:Ρ

<

;
, Γ

:Υ;
, Γ

:Υ
,

; 的多重

不可约张量算符
,

满足对易关系 :=
∋

� ;
∋

Ε
∋

巧βΓ :4 还满足以下对易关系

:一;
, Ψ ·

, 了万
Β = ,

:Ρ;
,

:一 ;
,
ΨΓ Ω了云

、: 
 

;
,

≅ 6 , < ,

:Ρ;
,

6 , 一 , 一Γ

:Ρ; ς Σ :

≅ 6 , < Γ

:Ρ;
, 6 一 , < 一 ,

:Ρ; Σ :

≅ 6 , 。Γ

:Ρ;
, 6 一 , 一。一 ,

:Ρ; ς Σ

≅ 6 , < Γ

:Ρ;
,

6 一 , 一, 。
:Ρ; Σ =

:一;
‘Ψ 护

Ζ宁
Β 。
:Ρ; Ψ 户Β 。

: 
 

;α Ψ =户宁
Γ Γ 。

:&;
,

时
, Γ
刀;

∋

:�
∋

= 一 , ;
∋

6 , < , , < ,

:ΡΥ; 还满足对易关系 :�
∋

 一 Κ;
∋

∋

6 , < Γ

:Ρ;
,

6 , , , , < ,

:ΡΥ; ,司满足对易关系 Β

≅ Ο , , < , ,

:Ρ;
,

Ο 一 , , 一 < , , <

: �;⊥ 一 一 <
’

叮
’

=丫万Ο , 叮,

:Ν;
∋

:�
∋

= 一 χ;

五
、

单纯李群 −& 无穷小生成元的张量基

李群 Π Β 无穷小生成元的非零根为
‘=一件

士 亡‘ 士 。 Ν
,

Ρ _ Υ
,

士 Λ 8 ‘, Ρ
,

Υ一 &
,

=
,

⋯
,

&

根矢量的归一化常数 ∴ 是

∴ 一 斌� :& Ψ  ;
∋

在李群 Π ,
无穷小生成元的 −ΦΓ 9ΦΗ

一

Ι 8Ο& 基中
,

取结构常数 从
,

, 为

0 ‘一Ν
,

ΝΨ Τ Σ 0 ‘一Ν
,

Ν一Τ 一 0
、一Τ

,

ΝΨ , Σ 0 Ν一 ,
,

‘Ψ 、一 一 & Χ ∴
,

从
一 ,

,

、 , 一 0
‘一,

,
=, Σ 一 斌万Χ ∴ <

其中 Ρ
,

Ρ
,

夭满足 Ρ _ 夕_ 左
∋

令

∴
, ,

了#又Ξ 夕 Σ —月 Ρ ,

=

Β Τ <

:Ρ; Δ ∴ 一

土 — 乙 二,
八

一
曰‘日‘ ∋ 声

Λ

Ρ Σ  
,

= ,

⋯
,

& :�
∋

 ;

[
育素:

,Υ; 一 。 Ω <

:、Ν; 为

全全立阵兰
⊥

一⋯一兰一
 , ∴ , , ∴ 。 ,

—
& 一—

乙 Υ Ψ 奋 ⎯ — ‘ Υ ] 矛 Α ,

、 ,

一一一二⊥ ⊥ ⊥

卜⊥
二

二⊥ 一卜一
一二一二一⊥

 , ∴ ” , ∴ 二

一 ⊥
 

一
乙 ] 奋去弃 &

—
乙 ] Υ ] 子

⎯ =
一

’
‘

α

:�
∋

= ;

这些算符的总数是

Ε = Ψ �
·

生 Ξ:Ξ一 &; 一 Ξ:= = Ψ 一;
∋

=

:�
∋

Ε ;
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可以证明

:Ρ;
Β
:Ρ; 等是相互对易的角动量算符

,

满足对易关 系 :=
∋

 ; < :五; 6 , 。

:  ; 是
二
:Ρ;

,

9: Υ; 的双重不可约张量算符
,

满足对易关系 :=
∋

� ; < :ΡΡΡ ; 6 Ω ,
:ΡΥ ; 间满足的对易关系为

Β

≅[ , 。

: �;
,

[ , 一。

:ΡΥ; Σ 一 。了云
= ,
:Ρ;

,

Γ口 , 。

:Ρ <;
,

[ 一 Ω。

: �;Ξ

一
< 了万

Β = 。

:, ;
,

汇6 , 。

:Ρ
,

Υ;
,

6 一 , 一。

:ΡΥ; ς Σ 一 Ζ、确:Ρ; Ψ Ω 丫。:Υ;α
,

〔6 , 夕,

:Ρς;
,

6 一。 , 。

:Υ女; ς Σ 口6 殉:Ρ交;
∋

:�
∋

� ;

在公式 :�
∋

�; 中
,

我们定义了

6 , 。

:ΡΥ; Σ 6 。,
:ΥΡ;

∋

:�
·

�
’

;

在 :,
∋

� ; 中 Ρ
,

Υ
,

咬大小任意
∋

六
、

单纯李群 Θ , 无穷小生成元的张量基

李群 Θ ,
无穷小生成元的非零根为

9Λ一 ‘, Β

士 8 Ρ 士 8 声, Ρ _ ς
,

Ρ
,

Α 一 &
,

=
,

⋯
,

 
∋

根矢量的归一化常数 ∴ 为

尺 一 了� :Ξ一 ;
∋

在 Θ ,
群无穷小生成元的 − ΦΓ 9ΦΗ

一

Ι 8Ο& 基中
,

取结构常数 0
Φ , 为 Β

0
, Ψ Τ

,
‘一 ,

Σ 0 , 一 ,
, ‘一 ,

一 0 ‘一 Τ
,

, Ψ Τ Σ 0
, Ψ ,

,

,一 , Σ 一 &Χ ∴
,

其中 Ρ
,

Υ
,

友满足 Ρ _ Υ_ 屯

以下分两种情况进行讨论
Β

,
,

& Σ =△
,

即 & 为偶数情况
∋

这时令

一:‘, 一
誓

:)
‘
Ψ )

‘,

,
,

一:‘, 一 士

六
“

一
<

一:‘
 

, 一

警
:一 )

‘
Ψ )

、,

,

Β Τ  
:Ρ

,
; 一 士

∴

了万
/ 士 :一 ΡΨ Ρ, ; < :χ

∋

 一 &;

Ο 了事奔
,

:  
,ΥΥ,

; Σ 6 , 。 。, β ,

:ΡΥ; 为
Β
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分分理理
&     &&&  &&&     

===== === = === = === = ===

&&& &&& ∴ ]]] ∴ ]]] ∴ ]]] ∴ ]]]

=== === 一 甲下甲井 艺宕
∋

小 ‘‘ 甲丁宁井 石宕
∋

本 ,, 一 ⊥ 号Δ Δ 七奋
]

Σ 谬谬 一 一丁
⊥ 七奋

]

一 , ]]]

∃∃∃∃∃ === ∃ === ∃ === ∃ ===

&&&    ∴∴∴ ∴ ]]] ∴ ]]] ∴ ]]]

=== === 护蓄 尽Τ
,,

一 Κ 蓄石‘Ψ , ,, ⊥ 号二二二 七‘] ΑΑΑ ⊥ 写Δ Δ 七 ‘一 <<<

∃∃∃∃∃∃∃∃∃ === 丫 ===

&&& &&& 尤尤 ∴ ] 了了
∴ ]]] ∴ ]]]

=== ===

诊‘、
』』

一 甲Κ 井井 万] 矛� 少少 悯气留 二二 七] ‘一早早 Σ
∋

, Δ 二 七 ] 奋] ‘‘

∃∃∃∃∃∃∃ === ∃ === ∃ ===

&&& &&& ∴ ]]] ∴ ]]] ∴ ]]] ∴ ]]]

=== === , 乡书井 七] ‘ Ψ 争
∋∋∋

一 , 兮 二井 石 ] 奋 小 于于 一丁

一 七] 亩
]

] <<< 一, 笋二二 七一声
]

] 福
]]]

∃∃∃∃∃ ΛΛΛ ∃ === ∃ === ∃ ===

:χ
∋

 一=;

_  

以上为 Ρ _ Υ
,

Ρ
,

Ρ Σ &
,

Ε
,

�
,

⋯
, =△ 一 &

,

Ρ , 一 Ρ Ψ  
,

Ρ, Σ Υ Ψ  
∋

:χ一 Ε ;

这些算符的总数为 Β

Ε
·

=△ Ψ  χ
·

生 心:△一 ; 一 Ξ:= =一;
∋

=
:χ

∋

 一� ;

可以证明
Β

: ; Γ: Ρ;
,

Γ: Ρ&; 等是相互对易的角动量算符
,

满足对易关系 :=
∋

= ; <

是
Γ
:Ρ;

, 二
: 

 
;

, Γ
:Υ;

, Γ
:Υ
、
;的多重不可约张量算符

,

满足对易关系 :=
∋

� ; <
,

间满足以下对易关系

≅Ο , < , , < ,

:ΡΥ;
,

Ο , 一, 一 , , 一 。,

:ΡΥ; Σ 一 。。
’

,
‘

�了万
Β = ,

:Ρ;
, 一 <

⊥

≅Ο , , , , < ,

: �;
,

[ 一 , < 一 , , 一 , ,

: �; 一 一 < <
‘

,
‘

�了云
= ,

: 
 
;

,

≅6 , 。, , < ,

:ΡΥ;
,

6 一 , 一。一 , , 一 , ,

:ΡΥ; Σ 一 �产
’

宁
‘

Ζ宁
Β 。
:Ρ;

十 户Β 。
:Ρ

,

;α 一 �户β Ζβ
‘Β 。

:Υ; Ψ 产
’丫。

:Υ
&

;α
,

≅ [ , , , , 。 ,

:ΡΥ;
,

Ο 一 , , 一。, , , , 。 , ,

:Ρ友; Σ 一。
,

宁
,

= 丫丁 [ , 。, , , 。, ,

:Ρ友;
∋

在 :χ
,

 
一

劝 中
,

我们定义了

:  ; 右
, 。, , < ,

:ΡΥ;

:   ; 6 , < , , 。,

:ΡΥ;

:χ
∋

 一� ;

:χ
,

&一 �
‘

;

所以 :χ
∋

 一� ; 中 Ρ
,

护

6 , , , , < ,

:ΡΥ; Σ 一 6 , , 。 , , 。

:  ;
,

大小任意
∋

Η
∋

& Σ =△ Ψ  
,

即 & 为奇数情况
∋

令

‘。
:‘, 一
警
‘)

‘
Ψ ) ‘Β

,
·

一:‘, 一 士

六
“

一
‘

‘。
:‘

 
, 一
誉

:一 ) ‘Ψ ) , Β

,
,

一:‘
 
, 一 士

六
“

一
<

. Σ ∴), :χ
∋

= 一 &;
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6 Τ Β

癸:Ρ
,

Ρ、; Σ 6 Τ , , 。

:Ρ; 为
Β

&
∴ 一

一 ⊥ 号二Δ 七 ‘ 山,

自 , 产电 , 9 ∋ 盛∋ ∋

ϑ ‘
:χ

∋

=一= ;

∴ ]
Σ 牛
Σ 七一亩占 ,

‘ 工 内 , 曰‘Σ

ϑ ‘

。言幸煞
,

:、、
 ��<

; 一 Ο , < 。, , ,

:, Ξ; 仍由公式 :χ 卜 = ; 决定
∋

在:χ∋ =一  ;
、

:χ∋ =一 = ;式中 Ρ
,

  ,

仍由 :χ
∋

 一Ε ; 决定
∋

这些算符的总数是

⋯
, ∋

。
‘ ∋ , ,

 
‘

Χ
‘ ,

、 , , , ,

Υ
,

‘4 月Σ Ρ 十 乙
∋

份δ 月一 上#
∋

— δ 气4 一 Ρ夕一 代“ 一 Ρ 少
。

=
:χ

∋

= 一 Ε ;

容易证明
Β

:Ρ; 式Ρ;
,

Γ: Ρ&; 等是相互对易的角动量算符
,

满足对易关系 :=
∋

 ; < :ΡΡ; . 是

标量算符
,

满足对易关系 :=
∋

= ; < :   ; 6
% Ω 。

:Ρ; 和 6 Ω β Ω , β ,

:ΡΥ; 分别是
二
:Ρ;

, Β
: 

 
;和

Β
:Ρ;

,

Γ
: 

 
;

, 二
:Υ;

, 二
: 

 
; 的多重不可约张量算符

,

满足对易关系 :=
∋

� ; < :Ρ
Ο
; [

% Ω 。

:Ρ;还满足以下

对易关系 Β

≅注
, Ο

。。<

:Ρ; Σ Φ Ο
。, <

:Ρ;
,

Γϑ
“ , <

:Ρ;
,

Ο 一Β 。一 <

:Ρ;⊥一 一 , 了万
Β = ,

:Ρ;
,

Γϑ
。, 。

:Ρ;
, Ο 一。一。<

:Ρ; 一 一 。斌云
=。

:Ρ
,
;

,

76
Β , <

:Ρ;
,

6 一 。一 , 一 <

:Ρ;ς Σ 一 Ζ, Β 。
:‘; Ψ 户Β 。

: 
 
; Ψ Λ Φ (, . α

,

76一:‘,
,

6

一
:, , , 一

丫
 

— 口 办口 ∋ , Φ ,
气才 少

。

=
:χ

∋

= 一 � ;

:
Ο
; 6 Ω % Ω , β ,

:ΡΥ; 还满足对 易关 系 :χ
∋

 一 � ; < :
Ο Ρ; 6

% Ω <

:Ρ;
,

6 Ω < Ω , β ,

:ΡΥ; 间满足对易关系
Β

〔Ο
。 Ω , β ,

:Ρ;
,

Ο 一 Ω , 一 β , Ω β

:ΡΥ;φ 一 一 Ω
’

β
‘

= 了万[
。Ω β

:Υ;
∋

:χ
∋

= 一� ;

在引用 :χ
∋

 一劝
‘

定义之后
,

:χ
∋

= 一劝 式中 Ρ
,

Υ大小任意 < :
、
ΡΡ; 这些算符间的其他 对 易关

系均为零
∋

七
、

结 束 语

通过以上讨论
,

我们建立了单纯经典李群 . ‘,

Μ , ,

Π , ,

Θ ,
无穷小生成元的张量基

∋

显然
,

在这组基上
,

李群无穷小生成元间的对易关系相当简单而有规律
,

它们由一些独立

的角动量算符
,

标量算符以及相应的不可约张量算符所组成
∋

利用单纯李群无穷小生成元的张量基及 【�ς 中所提 出的方法
,

我们就可以具体解决

任意单纯李群的不可约表示问题
∋

利用单纯李群无穷小生成元的张量基及 〔� 中所提 出的方法
,

稍加推广
,

还可以讨论

单纯李群的无限维表示问题
∋
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