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不可约表示及其重数

曾 高 坚
9湖南师范学院:

摘 要

本文运用 2 ∋ ; ∋<一−=> ?> ≅

定理研究了 Α 7
,

群的 /∀ >Β Α; <一3 ∃≅ Χ∋( 级数
%

,

建立了

计算这个级数中的不可约表示及其重数的普遍公式
%

这个公式对具体计算是非

常简单而有效的
%

可以运用这个公式去分析 −7 ,

的 ;∀ >Β Α; <一3 ∃≅ Χ∋( 级数中重数

的分布规律
,

以及确定 Α 7
,

的 Δ 咖>≅ 算符的零空间
,

后者对计算有重数情形

下的 Δ ?Ε( >≅ 系数是重要的
%

一
、

引言
,

·

2 ∋ > ∋ < 一
Α= > ?> ≅

定理

− 7 Φ
群两个不可约表示 2 9之

Γ , 拌Η

: 和 2 9从
,

脚 : 的直乘一般是可约的
,

即它可以分

解为一系列不可约表示 2 。
, 拌: 的直和

天9Γ
, Γ ,

:� 天 �  ,
!∀ # 艺 ∃ � % , % % % 祝& % % , % ∀ ∋ �、

, % ∀ % � (
)

(∀
气孟产、

级数� (
)

(∀ 通常叫 ∗+ ,− ./ 0一 1 23 456 级数或简称 。1 级数
)

它的复杂性在于  ∋ �几产 ∀ 的出

现次数即重数7 可以大于 (
)

研究这种级数
,

自然需要知道
,

可能出现哪些 ∋ �几拼 ∀
,

其重

数 7 # 7以
, 产 % 几沼!% 几产∀ 为多少

)

这个问题已经进行了许多研究
,

如文献 8( 一9: 所介绍的 % 且可以认为
,

已有了原则性

的解决办法
,

这个办法就是由下述定理所提供的
【习  

∋巨。山一;件运3 定理 

设 < 是任意紧致单纯李群
, ∋ 和 ∋’

=

是 < 的两个其最高权分别为 > , >’ 的不可约表

示
, ? 是 ∋ 的重数为 7 二的权

)

命 >’ ≅ ? ‘
是权集 >’≅ ? 中 < 的支配权

,

则在 ∋ � ∋’

的约化中

� Α∀ 只有最高权为 >’ ≅ ? ‘
的不可约表示出现 %

�Α+ ∀ 且其重数为

、 一 艺 � 一 ‘∀
’Β 7 二

·

� (
)

! ∀

式中求和是对这样的? �包括 ? ‘
本身∀进行

,

即由它构成的 >’ ≅ ? ≅ 占 在实行一系列

本文 (Χ Δ Ε 年 Φ 月 !Δ 日收到
)



第 � 期 曾高坚 Η Α 7 ,

群不可约表示直乘中的不可约表示及其重数

外尔反射后
,

便变成 0’ Ι ϑ ‘ Ι 犯 。二
是反射次数

, 占是群的正根和的一半
%

2∋ ;∋ <一Α∗> ?>≅ 定理适用于任意紧致单纯李群
,

自然也适用于 Α矶
%

但直到现在
,

人们

没有运用这个定理
,

对 Α Κ Φ
的 ; 一 3 级数给出一般的

、

明显的结果
,

即给出直接由表征直

乘的两个不可约表示的字母所表达的结果
%

&
%

&
%

Λ >
%

−Δ∋ ≅Μ 根据 釉;∋ 卜−∗ >?>
≅
定理的几何解析 ΝΟ�

, 、

用图解 办法 研究了 − 7
,

的

; 一3 级数 .Π&
%

他的方法非常直观
,

容易掌握
,

但由于每次都需将权图画 出
,

当直乘的不可

约表示的空间的维数很高时
,

是很麻烦的
,

而且不便用来进行分析
%

本文也以任意紧致单纯李群的 2∋
;∋< 一

Α=> ?>≅ 定理作基础
,

用代数的和解析的办法来

研究 − 7
Φ

解的 / 一3 级数
%

本文企图完成有关 −7 Φ
群 /Θ 3 级数的工作

,

即给它建立一

个统一的
、

一般的代数表式
%

本文特点是运用了一个性质极为简单的阶梯函数
,

巧妙地勾

画了 ΑΚ Φ
群的内多重性结构

,

即表达了它的权和权的重数
%

这Ρ 进展似乎是微小的
,

但

正由于这一进展
,

使得为 Α 7 Φ /一3 级数建立一个统一的
、

一般的表式成为可能
%

另外
,

由

于采用了对称化手续
,

由于对阶梯函数实行了一些特殊的运算技巧
,

本文得到的最后结果

是很优美的
%

二
、

−姚 的不可约表示

为了给 Α Κ
,

群的 ; 一 3 级数建立一个统一的
、

一般的代数表式
,

我们先简单叙述一

下 − 7
Φ

的不可约表示
,

特别是描述一下它的内在的权的多重性结构
%

我们知道
, − 7 Φ

的不可约表示 2 。拌: 由两个非负整数切 表征
,

其基矢 �9几产:
。0岭

则用三个相互可交换的算符 Σ
,

∗
,

�Τ 的本征值 。 ,
0

, Υ,
表征

,

即满足 Η

Σ.9几拌:
Α 0 Υ,

: Ρ 。.9又产:Α 0 ς
:

,

尹∀9孟产:。0
,

: Ρ 090 Ι ∀: .9又产:
。0 ,

Ω
,

�Τ �9又产:
Α 0 ,

: Ρ ς

∀9孟产:> 0 ς

:
%

9Υ
%

�:

式中
Α Ρ Α 二 一 Φ9。 Ι 夕:

, Α + Ρ 几 Ι Υ邵 Η

� � % 、

八 Ρ 几+ 十 Ξ
Ρ

气“ 一 声夕,

芯

, Ρ 0
,

0 一 � ,
0 一 Υ

,

�
Ψ� 月 Ρ — 儿

,

Υ

“ Ρ Τ , ∀ , Υ ,

⋯
, 拼 ,

夕Ρ Τ , ∀ , Υ ,

⋯
, 又Γ

一 0

Ζ
和

,
合成表示的权

%

由于相应于每一个

的权可能是多重的
%

令
( Ρ 。 Ι 夕

,

可以将与

9Υ
%

Υ :
! 值

,

可能有多个 0 值
, −7 Φ

不可约表示

“ Ρ ‘。 一 Φ ,
相应的 0的数值重写成

�
[∀ Ρ Ψ∀ 月 一 —

称 十 “月

一 ∴ ,

Υ
9Υ

%

Φ :

式中
]
为如下正整数 Η

而
。。 ,

尹
。

夕9
Η
:

,

即

刃 二Ξ 二

是满足条件
。,

《 。 ,

5 ,

产 Γ

� , Υ ,

⋯
Η

夕
。

9 , ,

, 9
二
: 一

⊥

] 。

Ρ “,

Ι 夕
。

一 ” ,

9Υ
%

Ο :
又 的最大正整数

%

如果引入这样 的阶梯函数

∀ ,

Τ
,

] : 5

] %

9 Τ
9Υ

%

�:

则
%

入
,

风 可以表成
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入 Ρ 9
, 一 产为9产一

。

: Ι 产 ,

风 Ρ 9
, 一 孟:_。 一

,

: Ι 又
%

相应于 。一 勺 一 Φ ,
的可能的

ς
值为

9Υ
%

Ζ :

�
# Ρ Ψ∀ + 一 艺尸 刀 , %

气 一 ⎯ 。

Π

9Υ
%

α:

式中
,
取如下整数

矛 一 。, ∀ ,

Υ
,

⋯
, Η 。 Ρ 孟 Ι Υ 。

一
, %

9Υ
%

!:

不难看出
, ς
的重数可用阶梯函数表成

) Ρ 9
Η Ι 一:夕9

二。 一 ∀ 一 Η

: Ι 9
二。 Ι ∀:Ν夕9

Η 一 ] ,

: 一 夕9
Η 一 ] 二:β

Ι Ν 9
] 。

Ι 一:一 9
⎯ 一 二

二: β夕9
⎯ 一 ] 盆:

Ρ 9
, Ι �:夕9

Η 。

一 � 一 Η

: Ι 9
] 。

Ι �:夕9
Η 一 ] 。

: 一 9
Η 一 ]

二:夕9
Η 一 ]

二:
,

9Υ
%

 :

式中
二。
由9Υ

%

Ο:决定
,

而

成 Ρ 又Ι 汽 一 风
%

9Υ% �Τ :

当
Η
9

Η 。 ,

重数以正整数次序增加
,

当 ] 。

9
Η 9 蛛

,

重数为常数
,

当
⎯ : 式

,

重数以

正整数次序减小
%

我们叫
] 。

为
“
第一折点

” ,

瑞 为
“
第二折点

”
%

在9Υ%  :中代入
] 。

Ρ ‘ Ι 风 一 , ,

式 Ρ 又 Ι 气 一 风
,

并令 ‘ Ρ 一 气
,

则得

) 一 9△
Η Ι 入 Ι ∀为9风 一 ∀ 一 。 一 △Η

: Ι 9气 Ι 民 一 , Ι ∀为9△
⎯ Ι , 一 风:

一 9细 一 又 Ι 几:式细 一 几 Ι 风:
%

9Υ% �� :

令 又Ρ ∃ ,

则 风 Ρ Τ
, 。。 Ρ 。 , Η ,

Ρ Τ , Η 、 Ρ Η 二Ρ 。 ,

由9Υ
%

 :
,

) Ρ �
%

同样
,

令

补一 。,

也可得 ) Ρ �
%

所以
,

切 两个整数中只要有一个为零
,

则不可约表示的权都是

一重的 二

三
、

�姚 不可约表示直乘中的不可约表示及其重数

现在我们来进行本文的主要工作
%

我们将运用如下意义的权图 Η

Υ了了
表示纵轴

, ς
表示横轴

%

在权图上画出三

条直线 Η ?
,

及
,

∀
,

如图 � 所示
%

这三条直线表示的就是垂直于 Α7
。

群的根矢量的外尔超

平面
%

一个权 Δ Ρ Δ 9ς
, 。: 经外尔超平面反射后

,

即变为另一个权 Δ
‘

Ρ Δ
‘

9ς’
, 。 ,:

,

Δ
’

与砰之间的关系为ΝΦβ

经 ? 平面反射

用
,

% 们
, , ,

Ρ 一, Γ

经 孟平面反射

一

合9了了

一
,

, � 工

Ρ — 气Υ, % �%

Υ
了丁。: Γ

9Φ
%

� :

经 及平面反射

χ
,

一含
9丫乳 Ι χ ,

,

�
[

Ρ — 、= Θ
Υ

了了。: Γ

通过对外尔超平面的反射而联系的权是相互等价的
%

我们将运用如下的最高权的定义
Η Ζ

最大
,

与 冬。
∋ 二

相应的
,
亦最大

%

采用这样的定
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% 义后
,

则对 −认 群一切支配权都处于图 � 的区域9∀ :中
,

包括 ‘, ∀ 两条反射线 Γ而处于9. :

中的权的坐标满足
、 δ δ 一 & Ζ

− 二

多 7 , 7 蛋乏 , 9 告一
。

Υ
9Φ

%

Υ :

�
%

2 。严: 的确定 根据 2∋;
∋<

一

Α= > ?> ≅
定理

,

我们将 2 。
, 产�

:
, 天以

Υ群Υ
: 的一个的所

’

有权加在另一个的最大权上
,

在得到的权集中
,

将非支配权弃去
,

保留支配权
,

并用这些支

配权作为 / 一 3 级数中 2 9孟挤: 的最高权
%

我们先将 2 9而处: 的所有权加在 2 9丸脚: 的暇高权上来求 2 9又那:
%

将
Α Η Ρ 。Υ、一

Φ , Η
和 。�

Ρ 。,。
相加

,

得
Ζ Ρ 。, 。 Ι � Υ、 一 Φ , Υ ,

9Φ
%

Φ ∋
:

, Η Ρ ∃
,

]
, Υ ,

⋯
, 免Υ Ι ∀’Υ %

9Φ
%

ΦΒ :

Ρ
,

�

刊
%

公Υ

Ρ Ψ∀ Π月 一 —
刀Υ 月%

Υ

。· Η

一 ‘Υ
和

ς Γ

一 0
Η+
相加

,

得

�
, 一 Ψ∀ ‘+ 个 �� , + 一 万

”, 个 “ ” Η

一 宕 , ,

Υ Υ Ρ Τ ,
∀

,

Υ
,

⋯
, 几Υ Ι Υ气

Η

一 ” Υ %

如要求 Δ Ρ Δ 9
ς , 。: 为支配权

, , Υ , Η Υ
除满足 9Φ

%

ΦΒ :
、

9Φ
%

Ο Β: 外
,

件9由9Φ
%

Υ :: Η

, � [

二
, ,

二
,

。Υ
《 二 9又

Γ

Ι Υ 产�

Ι 几Υ Ι Υ产Υ
:

,

Φ

, 一 �
[ %

, Η 一 井Η 一 拌Υ Ι 。。 %

成
Η Η

9 今 9又
Γ

Ι 又Η 一 , Η Ι Υ。
, ,

:
%

Υ

9Φ
%

Ο ∋
:

9Φ
%

Ο Β:

还须满 足 下 列条

9Φ
%

� :

, Η
的最大值应该 妻 它的最小值

,

特别是应该有

对
, Υ
又附与一个条件

。 Υ 一 产,

一 产Η Ι ∋ , Η

成 几Η Ι Υ “ 。 Η

一 , Υ ,

这

, � � %

刀Υ 乏之Γ 代丁
%

气儿Υ Ρ 卜 ‘产Υ 月 % 产 .少
。

才

9Φ
%

Ζ :

我们用这样确定的支配权来作为 ;ΘΘ 3 级数中 2 9又那: 的最高权
,

即令
Ζ Ρ 翻

, ς Ρ Υ,+
,

从而求得 2 9几产: 为
几 Ρ 几Γ

Ι 几Υ 一 。Υ Ι Υ 。 。 Η

一 Υ Τ Υ , 产 Ρ 拌Γ

Ι 产Υ 一 。Υ 一 。, Η

Ι ⎯ , %

9Φ
·

α:

我们再将 2 9从内 : 的所有权加在 2 9又睽
Υ

: 的最高权上来求 2 9又产:
,

结果为

几 Ρ 几Η

Ι 孟Υ 一 , Γ

Ι Υ气
Η

一 Υ Υ Γ , 产 一 产Γ

Ι 产Υ

一 , Η

一 “, Η

Ι ⎯ , %

9Φ
·

! :

式中
。 , , Η Η

满足

,

二
� [

二
, % 、 � ,

二
。 % , % , 、

δ

刃 � 乏尧 几�

宁 产�,
%

二甲戈几�

宁 ‘产�

个 拼ΠΨ , 气一 气孟�

宁 乙产Μ

个 ‘Υ 宁 ‘产ΠΨ Γ

沽 Ψ

:%口
,‘

十月
一

‘

几十
‘沈

了犷、?一Υ
刀Τ , 称 Η

一 产,

一 产Υ Ι ∋ , 、

9
⎯ Γ

9 几,

Ι Υ “
。 ‘

一 9Φ
%

 :

上述两种做法得到的结果在形式上是不一样的
%

但是另一方面
,

根据 2∋ ;∋ <一−=> ?>≅ 定

理
,

两种做法应该等价
%

我们采用下述做法将两种结果统一起来
,

即令

刀 Ρ ”一 Ρ ( ⎯ ,

△ ⎯ Ξ Υ �

一 “。 Η

Ρ Υ Υ 一 ∋ 。 Η , 9Φ 一Τ :
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并令
, ,

△ ⎯
同时满足 9Φ

%

Φ Β:
,

9Φ
%

Ο Β:
,

9Φ
%

, :
,

9Φ
%

Ζ :
,

9Φ
%

 :
,

即满足

[
, % , %

� � , % , % 丫 � [
%

” 头 自 个 拌∀ , 儿Υ

个 拌Υ , 下甲气ε∀ 个 ‘群 �

宁 产Υ户, , 二
‘

气几Υ 个 ‘产Υ

个 产以 ,

乙 芯

含
9‘

�

Ι Υ“ �

Ι ‘Υ

十 ’“Υ
, ‘

△ ⎯ χ Γ。 簇 △⎯ 9 △Π χ ∋ Η ,
△⎯ χ φ。 Ρ 一 χ ?(

△一
Η

一
、·

卜
�

Ι ∋ ∀。

一
, φ Υ

Ι 。
·

∋ ∀。 , 。 Υ。 ,

9产
,

Ι 产Υ

一 ,
: β

,

� ,

⋯
、

�
一 伦 ,

— 气几 , , % 几Υ

一 刀 少】
。

Υ
一

」
9Φ

%

� �:

式中
∋ Η。

Ρ 9
。 一 产Γ

:夕9拌
,

一 ,
: Ι 产, ,

匈
。

Ρ 9
( 一 拼Υ

:夕9拼
Υ 一 。

: Ι 产Υ %

9Φ
%

� Υ:

这样做后
,

9Φ
%

α:
、

9Φ
%

�: 两式同时化为

之 Ρ 又Η

Ι 几Υ 一 , 一 Υ △⎯ , 产 Ρ 产,

Ι 拼Η 一 ( Ι △ Η %

9Φ
%

� Φ :

9Φ
%

� �:
、

9Φ
%

�Φ :就是我们要决定的 2 9几产:
%

上述对称化手续
,

不仅使 枷 的表式具有

明显单对称性
,

而且使我们当计算重数时
,

不论采用哪一种做法
,

都可以得到完全对称的

结果
%

要注意的是
,

这样决定的 2 9几产:
,

其重数仍可能为零
%

Υ
%

2 住拌: 的皿数的确定 现在来决定 2 9几产: 的重数
%

我们暂且将 2 9几少
Υ

: 的所

有权加在 2 9丸阶:的最高权上来做到这一点
%

已经指出
,

用这样得来的权 Δ Ρ Δ 9
Υ, 。:作

2 9几产: 的最高权
,

Δ 必须落在权图的如图 � 所示的区域 9∀: 中
,

包括 ,’
, ∀ 两条反射线

%

现在我们将整个权图往右上角无旋转地移动一段距离
,

使 。增加 Φ
, ς
增加 �[Υ

%

之所以

这样做
,

是因为 2 ∋ ;∋< 一−=> ?>≅ 定理中要求考虑 0’ Ι ϑ Ι 占 经外尔超平面的反射
,

这里

Ζ 是 Α 7 Φ
群正根和的一半

%

才 Ι Δ Ι 占 是权 0’ Ι Δ 移动 占后得到的权
%

权的这种

移动
,

如采用本文的关于最高权的定义
,

就是使 ! 增加 Φ
, ς
增加 ∀[ Υ

,

这样做的结果是
,

构成 2 9几产: 的权将全部落在区域 9∀: 里面
,

不包括 ?
, ∀ 两条反射线

,

就是说
,

?
, ∀ 线成了

截止线
%

将权图这样移动后
,

权Δ 的坐标可以表成

。 一 、
Η

Ι Γ Υ Ι Υ 9Γ
Η

Ι Γ Υ
: 一 Φ9

。 一 � :
, , 一 生 9Γ

Η

Ι Γ Υ 一 , Ι 一: 一 △Υ %

9Φ
%

� Ο :

Υ

这里已令
, Ρ 脚

,
△‘ Ρ △⎯Υ%

如果Δ 全部落在区域 9∀: 中
,

则Δ的重数就是由它确定的不可约表示 2 9又产: 的重
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Α 7
,

群不可约表示直乘中的不可约表示及其重数 ! α

数
,

而Δ 的重数等于构成详的 2 9又
Υ ,

内:中那个权的重数
%

利用 9Υ
%

� �: 式
,

可以得到构成分

的 2 9从脚: 中那个权的重数
,

即Δ 的重数和 2 9又拼: 的重数为

从 Ρ 9份 Ι ∋ Π。 Ι ∀:夕9夕
Υ 。

一 ∀ 一 , 一 △⎯
: Ι 9

∋ Π ,

Ι 几
。

Ι ∀ 一 。
:夕9△

Η Ι , 一 夕Υ。

:

一 9山 一 又Υ Ι 入:只△
Η 一 又Η 十 入 :

%

9Φ
%

巧 :

式中
, Ρ 伪

,

△⎯ Ρ 山
Υ
是满足条件 9Φ

%

��: 的正整数和整数
,

丙
。 ,

几
。

是满足 内
。

《

, , 产Η Γ 风
。

《 。 , 又Η
的最大整数

、

如果权Δ 一部分落在区域 9∀: 中
,

另一部分落在 9��: 中
,

情况要复杂点
%

这时
,

只有

区域 9∀ : 中的权才是构成 2 9又产: 所需要的权
,

区域 9��: 中的权将为条件 9Φ
%

� �: 截去
%

但

9( : 中的权是 9Λ 中某些权的
“
像

”
%

这样
,

9∀: 中权的重数并不是由它构成的 2 9又产: 的

重数
,

只有将它的重数减去它在9( :中
“

像
”
的重数才是 2 9几产: 的重数

%

根据9Φ
%

�:
,

9∀: 中

权同它在 9�� : 中的代像
”
的坐标之间的关系为

” ‘

Ρ 。 ,

△⎯ ’

Ρ 又
Η

Ι 又Υ 一 。 Ι � 一 △Η %

9Φ
%

�Ζ :

利用 9Υ
%

� �:
,

并注意到 2 9石内: 的第一折点以右的权不会落到区域 9( : 中这一事实
,

可

求得 9( : 中坐标为 矿
,
△扩 的权 Δ

’

的重数为

) , Ρ _9又
Υ

Ι 气
,

一 。‘

一 △⎯ ‘

: ] ⊥9碗
, ,

Ι 几
, ,

一 。 ,

Ι ∀:_9△
⎯ ,

Ι , ,

一 夕
Υ , ,

:

一 9△
⎯ ,

一 几Υ Ι 风
。 ,

:夕9△
⎯ ,

一 又Η Ι 几
。 ,

:γ
%

9Φ
%

� α:

因子 _以
Η Ι 吸矿 一 矿 一 △⎯’: 的引人是为了保证当 △⎯’ Ω 凡Η Ι 处矿 一 矿 时

,

) 。 Ρ Τ
%

这样
,

2 9几产: 的重数为

) Ρ )% 一 ) Β%

如果权附全部落在区域 9∀:
、

9( :
、

9χ :中
,

根据同样的道理
,

必须将 9∀: 中权的重数

减去它在 9( :
、

9χ : 中
“
像

劫
的重数才能得到 2 9又产: 的重数

%

Δ 在 9χ : 中
“
像

”
的坐标

,

按9Φ
%

�: 式为
, , ,

Ρ △ Η Ι 两 Ι 产Η Ι ∀ ,
△⎯’’

‘

Ρ 。 一 产Γ

一 拌Υ 一 ∀
,

9Φ
%

� ! :

而这个
“

像
”
的重数根据9Υ

,

��: 式为

); Ρ 夕9又
,

Ι 产Υ 一 , , ’

:夕9△
⎯ , ‘

Ι 气
·,

: ] ⊥9△
Γ , ‘

Ι 甄
二 Ι ∀:夕9几

。 ·,

一 � 一 , “ 一 △⎯ ”
:

Ι 9伪
。 , ,

Ι 夕
Υ 。 , ,

Ι ∀ 一 。‘,

:夕9△
Η , ,

Ι , , ,

一 热矿
,

:

一 9△
⎯ “ 一 几Υ Ι 几

。 , ,

:_9△
⎯ “ 一 又Η Ι 几

, , ,

:γ
%

9Φ
%

� :

此式与 9Φ
%

��: 同
,

只是以
, , , ,

△⎯ ‘,
%

代
( ,
△ Η Γ 因子 夕9又

Η Ι 拌Η 一 ( ‘,

:夕9△
⎯
竺Ι 碗

。 , ,

: 的

引入是为了保证当
。 , ,

Ω 又Η Ι 拼Υ ,
△ Η , ,

η 一 。 Υ, , ,

时
,

)
。

Ξ Τ
%

这样
, 2 以产: 的重数为

万 Ρ 从 一从 一 从
%

9Φ% Υ Τ :

如果在区域 9ϑ : 中也有权 ϑ
,

情况将怎样ι 可以证明
,

区域 9ϑ : 中的权对 2 9又刃

的重数无任何贡献
%

事实上
,

根据 9Φ
%

�:
,

将 9∀: 中的权经 ? 轴
,

互轴实行联合反射变换到

9.ς :中
,

得到的权 甜
‘,,
的坐标为

。 , , ,

Ρ △⎯ Ι 拌,

Ι 产Υ

Ι � Ρ , ‘, ,

△⎯ ‘, ‘

一 又,

Ι 又Η Ι ∀ 一 , 一 △Υ %

9Φ
%

Υ �:

因为 △了”
成 又

,

Ι 碗矿” 一 矿” ,

由 9Φ
%

Υ� :有

月 Ρ 又
,

Ι 几Η Ι 产,

Ι 内 Ι Υ 一 矿,, 一 △⎯’” : 几,

十 产 �

十 产Η

一 碗矿,, Ι Υ : 又Η

Ι 拌Η

Ι Υ ,

这是不可能的
,

因为
。 已受条件9Φ

%

� �: 的限制
,

不能大于 又
Η

Ι 约
%

也就是说
,

在 9∀: 中与
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砰
’”
等价的权已为条件9Φ

%

� �: 截去
%

这样
,

计算 2 9又刃 的重数时
,

不必考虑区域 9Δ :中

权的影响
%

同样
,

可以论证
,

如有权落在区域 9ς :
、

9ς? :中
,

它对 2 9又刃 的重数也无贡献
,

因而

也不必考虑
%

8

可以运用 9Φ
%

� �:
、

9Φ
%

� α :
、

9Φ
%

� :
、

9Φ
%

Υ Τ : 来计算 2 9又拼: 的重数
,

但式子形式上繁杂
,

用起来不方便
,

有必要加以变形和简化
%

利用附录 0 中指出的阶梯函数的某些性质
,

可以

将9Φ
%

]Α:
、

9Φ
%

� α:
、

9Φ
%

�  :化为

从 Ρ 产Υ Ι � Ι △⎯ 一 △⎯ 夕9△
Η

: 一 9群
, 一 ,

:夕9产
, 一 ,

: 一 9△
⎯

Ι , 一 又Υ

:, 9△
⎯ Ι 。 一 又Υ

:
’

9Φ
%

Υ Υ :

) , Ρ _9产
Η 一 ,

:9△
Η Ι , 一 几Η

:_9△
Η Ι , 一 又∀

:

Ι Ν � 一 夕9拜
Υ 一 。

:β 9△
⎯ 一 又Η

Ι 拼,

: , 9△一
又

Γ

Ι 拜,
:

,

9Φ
%

Υ Φ :

从 Ρ _9
。 一 产Γ

一 ∀: Ν
, 一 产,

一 9
, 一 产Γ

一 产Η 一 �:_9
。 一 产Η

一 产Η 一 ∀: β

Ι _9
。 一 拌、一 ∀:9△

Η 一 又Η Ι 拼Γ

:_9‘ 一 几Η Ι 拼,

:

一 夕9
, 一 产,

一 ∀:9△
Η Ι , 一 孟Υ

:夕9△
Η Ι , 一 几Υ

:
%

9Φ
%

Υ斗:

我们将冗长的计算过程全部略去
,

只指出演化 ) ,
时

,

略去了包含有 式△
二 一 几,

一 Υ : 和

式‘ Ι 。 一 几
Η

一 几Η 一 ∀: 作为因子的项
,

因为根据条件9‘
%

� �:
,

不可能有 △ Η : 几Η

Ι Υ
,

和 细 Ω 几Η

Ι 又Η Ι � 一 , %

在演化 )
。

时
,

略去了 _9
, 一 产 ,

一 产Υ 一 �:_9△
Η 一 几Υ Ι 产 Γ

:

这种类型的项
,

项中这两个因子非零的要求是相互矛盾的
%

将9Φ% Υ Υ :一9Φ
%

Υ Λ 代人9Φ
%

Υ Τ:
,

并作些必要的整理
,

便得

) Ρ 。 Ι 一 9
, 一 产,

:夕9
( 一 尸Η

一 �: 一 9
。 一 产Υ

:夕9
, 一 产Υ 一 ∀:

Ι 9
, 一 产Γ

一 产Η 一 ∀:, 9一
产Γ

一 产Υ 一 �: Ι △⎯ Ν ∀ 一 夕9‘ : β

一 _9产
Η 一 。

:9△
⎯ Ι , 一 几Η

:_9山 Ι 。一 又,

:

一 夕9户
Η 一 ,

:9山 Ι 。 一 工Υ

:_9‘ Ι , 一 几Υ
:

一 _9
, 一 产Υ 一 ∀:9△

⎯ 一 又Γ

Ι 产Υ

:_9△
Η 一 又Η

Ι 产Υ

:

一 夕9
, 一 挤、一 �:9△

Η 一 正Υ Ι 严Γ

:夕9△
Η 一 孟Υ Ι 井 Γ

:
%

9Φ
%

Υ � :

式中
, ,

‘ 可由9Φ
%

� Φ:解得为

一专
〔9‘

ϕ

Ι ‘Υ 一 ‘, Ι , 9Γ
ϕ

Ι Γ Υ 一 Γ , ,
,

△
一合

〔9‘
ϕ

Ι ‘Υ 一 ‘, 一 9Γ
�

Ι Γ Υ 一 Γ , ,
·

9Φ
%

Υ Ζ:

公式9Φ
%

Υ� :对指标 � , Υ 是明显地对称的
,

因此
,

如果将过程反过来
,

即将 2 9从产
,

: 的

所有权加在 2 9石脚: 的最高权上
,

得到的结果必定完全一样
%

我们还要做点简化工作
%

由9Φ% Υ �:
,

不难证明
,

当
。 一 拜,

一 脚 一 � : Τ ,

卜
Τ

%

因

此
,

可以再将 招限制于
。 9 户 ,

Ι 拌Υ ,

9Φ
%

Υ α :

而 ) 中项 9
, 一 产,

一 产Η 一 �为9
, 一 户Η

一 拼Η 一 � : 可以弃去
%

最后
,

我们把本文的工作概括为如下的定理
Η



第 ∀ 期 曾高坚 Η Α7 ,

群不可约表示直乘中的不可约表示及其重数 !  

定理 在 −认 群的 / 一3 级数

天9几
Η 拼�

:� ∋ �又!产!∀ #

中
,

不可约表示 ∋ �孟产∀ 为

艺 。7 � 几
(% , % 几!% !% 又% ∀ ∋ �几, ∀ � Γ

)

!Ε ∀
�孟井、

又 # 石 ≅ 而 一 月 一 !△Η , 产 # 产 %
≅ 脚 一 6 ≅ △Η)

式中正整数
。 ,

整数 △Η
决定于

� Γ
)

!Χ ∀

Ι
ϑ � 刀 � ” Κ 5  ,

一
 

一
&6

卜
(

≅ % ( , % ! ≅ % ! , ( Λ )

⋯
, )

,

产+
宁 脚

,

一 、为 个 ‘产(
个 向 十 ‘约夕

,

Γ

� Γ
)

Γϑ ∀

合
�‘

( ≅ , % Μ ≅ % !

,
,

合�‘! ≅ , % ! ≅ % (

, 〕

Ι
△ Η 。 %。

成 △ Η
《 △Η 2 5  ,

△Η 二 Α。 # 一 Κ Α6 8 5 + , , 。、 ,

�产
,

≅ 拼!
一 , ∀ : ,

△·Κ 。 

一
。

Μ
‘Μ

≅ 5+

一
‘! ≅ & ·

。 , , # � , 一 严(

∀ ∃�拌
,

一 , ∀ ≅ 拼( ,

碗
。

( ,
。

一 刀 ,

— 气几是 月) 几!
一

!

� Γ
)

Γ(∀, ))

Μ
)Ν

、、Λ
刀

# � , 一 产!

∀ ∃�拜! 一 , ∀ ≅ 产!)

而 ∋ �几产 ∀ 的重数为  

表

555 皿ΟΟΟ “盆ΟΟΟ
拌 ≅ 拌

 
一 ))) △ 之) 饭)))

又
Α ≅ “ 一,

一 刃刃
凡≅ 为

二
一 刀刀

合�‘
(

子“
 

一 ,, △ Η 口 )    之、名名 又 拌拌

ϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑ
ϑϑϑϑϑ ϑϑϑ + +++++ !!! +++ Γ Λ!!! (((

   
Γ ((((

+++++ +++++++++++++++++ ( (!!!

+++++++ ϑϑϑ 一 ((( !!! +++ +++ ((( 一 +++ Π ΧΧΧ

ΘΘΘΘΘΘΘΘΘΘΘΘΘΘΘΘΘΘΘΘΘ ! (ϑϑϑ

((((((((((((((((((((( ϑ ((((

!!!!! !!!
)

ΧΧΧ 一 !!! !!! +++ + Λ !!! ϑϑϑ 一 !!! 9 ΔΔΔ

ΓΓΓΓΓΓΓΓΓ 一ΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓ 一 +++ Γ ΕΕΕ

ϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑ + ΧΧΧ

ΓΓΓΓΓΓΓ ΕΕΕΕΕ !!! +++ ϑϑϑ ϑϑϑ 一 ΓΓΓ Φ 999

一一一一一一一一一 +++ 一 !!! Π ΦΦΦ

一一一一一一一一一 ((( 一 +++ ! ΔΔΔ

ϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑ ϑ ΕΕΕ

一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一 ΠΠΠΠΠΠΠΠΠΠΠΠΠΠ ΠΠΠ ΔΔΔ 一 ΠΠΠ !!! ((( 一 (Λ!!!!! 一 ΓΓΓ Δ ΓΓΓ

咚咚咚咚咚 一 ΠΠΠΠΠΠΠΠΠΠΠ 一 !!! 9 斗斗

一一一一一一一一一一 +++ Γ 999

一一一一一一一一一一 ΠΠΠ + ΦΦΦ

一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一 ΓΓΓΓΓΓΓΓΓ

9999999 ΦΦΦΦΦ +++ +++ 一 +++++ 一 !!! Φ !!!

ΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦ 一 +++ Π ΓΓΓ

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! ΠΠΠ

ϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑϑ 999

ΠΠΠΠΠΠΠ 999 一 ΠΠΠ ϑϑϑ ((( 一 Γ Λ!!! 一 !!! 一 ΠΠΠ 9 +++

一一一一一一一一一一 ΓΓΓ Γ !!!

一一一一一一一一一一 !!! + Γ
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夕 一 , Ι 一 9
。 一 产

、

:_9
。 一 户、一 �: 一 9

。 一 拼Υ

:_9一
产Υ

一 � :

Ι ‘Ν ∀一夕9△
⎯

: β 一 夕9两 一
。

:9△
Η Ι 。 一 几Η

:_9△
Η Ι , 一 几Η

:

一 _9科
Γ

一 。

:9△
Η Ι 。 一 又Υ

:_9山 Ι ,
Μ

一 又Υ

:

一 夕9
, 一 脚 一 �:9△

⎯ 一 孟Η

Ι 脚为9△
Η 一 几Γ Ι 产Υ

:

一 , 9
” 一 产Γ

一 ∀:9山 一 几Υ Ι 产,

:, 9△
, 一 几Υ Ι 产, : 9Φ

·

Φ Υ:

根据这个定理
,

确定 − 7 Φ
群 / 一3 级的步骤是 Η

9Τ 由条件9Φ
‘

Φ Τ :
,

确定所有可能的
。
值 Γ 9动 由条件9Φ

%

Φ �:
,

对于一定的
。
值

,

确定

所有可能的 细 值 Γ 9??? :一定的数对 9
, ,

份: 对应于一定的 2 9几拼:
,

由9Φ
%

”:计算 又,

产 值 Η 9?
ς

: 将与 2 。产: 相应的 9
, ,

△⎯
:

‘

代入9Φ
%

Φ Υ:
,

即可求出 及。产: 的重数
%

我们举出 2 伽: 9Υ
%

Ο : Τ 29 !Τ: 9�
%

劝
,

作为例子说明方法的正确性
%

计算过程全部列在

表 9∀ : 内
,

结果为9右上角数字表示度数 :

2 9’的 9Υ
%

Ο :� 天 �Εϑ ∀ � (
)

夕∀ 一 ∋ ‘州∀ � Γ
)

((∀ ϑ 天“均 � +  (! ∀ Ρ ∋ �均 �Π
)

Χ ∀ ϑ ! Σ ∋ 伪 , ∀ � !
·

(ϑ ∀ ϑ

天的 �。
)

((∀ ϑ 天‘
, ΓΦ , � 9

)

Δ ∀ ϑ ! Σ 天网 � Γ
)

9 ∀ ϑ ! Σ 及‘,加 , � (
)

Χ ∀ Ρ

∋ �刀” � Φ
)

9 ∀ ϑ ! Σ ∋ Τ 。∀ � Π
)

Φ ∀ ϑ ! Σ 及‘, Γ!∀ � !
)

Δ ∀ Ρ ∋ 的 � ϑ
)

9∀ ϑ

尺 �, Χ!∀ � Δ
)

Γ∀ Ρ Υ Σ 又‘“9∀ � ,
)

Π ∀ ϑ ! Σ 天 �, 加, � Γ
)

9∀ Ρ ∋ 俪∀ � (
)

Φ ∀ ϑ

天‘,均 � Φ
)

!∀ ϑ ! Σ 天 �卯∀ � Π
)

Γ∀ ϑ 天 “” � !
)

Π∀ Ρ 及。幻 � 9
)

(∀ ϑ 及助 � Γ
、

!∀

根据我们获得的公式很容易证明
 
在 丸脚祝脚 四个整数中

,

只要有一个为零
,

那么

∗ 一1 级数中的 ∋ �三产∀ 便全是一重的
)

而这一点 已几乎成常识了
)

附录 > 自变, 为挂橄的阶禅函教的若千性质

本文运用的阶梯函数其自变量全部取正负整数值
,

这是首先要强调的
)

本文运用了阶梯函数的下述性质

+
)

∃ �才 一 二∀ ≅ , � Σ 一 4 ∀ 二 + ≅ 人
, , ,

夕�汉 一 , ∀ ≅ ∃�二 一 > 一 + ∀ 。 (
)

式中汉为整常数
)

这个性质从阶梯函数的定义看是自明的
)

!
)

夕�二 一 Σ Α ∀夕� Σ 一 Σ  

∀ ς Ω � Σ  、 ∀ ∃ �二 一 Σ  

∀ ≅ 灸
‘

�二  ‘ ∀夕� 二 一 凡 ∀
, ,

� >
·

(∀

� >
·

! ∀

& �二
 
、 ∀ 一 , � Σ  

一 、 ∀ 一粤‘
, , 二 , , & ,

� ,  Σ, ∀ 一 ( 一 & � Σ ,、 ∀
)

‘
Ο 一

式中 二 ,

凡 为整常数
)

�>) Γ ∀ 可如下证明  乘积 式二 一
二 

∀ ∃� 二 一 ΣΞ ∀ 如 二 Ψ 八
,

二  Ζ 气 ,

则等于 ∃ �Σ 一 Σ ,

∀
,

这样可将它表成

� >
·

Γ∀

� >
·

Π ∀

等于 ∃ �二 一 二 ) ∀
,

如

, �

一
∀ , �一小 �

, 一

合
。

 ·  

∀〔
∃ �
一 Σ ∀ ∃�一小

∃�、
一

, , ‘一
、 , ,

,

再运用 � >) +∀
,

即可得 �>) Γ ∀
)

Γ
)

, 8才∃� [ ∀ ≅ / : 二 , � 才 ≅ / ∀ , � [ ∀ ≅ , � / ∀ 8 +一 , � [ ∀ :
、 一

� >
·

9 ∀

式中 才
、

凡 / 为整数
)

�>) 9 ∀ 可如下证明  如 [ 李 。
,

则 ∃8 才式助 ≅ /: ς 式才 十 /∀
,

如 [ Ζ 。
,

则

∃8才∃� [ ∀ ≅ / : 。 ∃ � / ∀
)

这样可将 夕8 4 夕� [ ∀ ≅ / : 表成 

, 8才∃ � [ ∀ ≅ / : 二 ∃ � > ≅ / ∀夕� [ ∀ ≅ , � / ∀ 8 , �一 [ ∀ 一 占, , 。(
,

再运用 � >) (∀
,

即可得 � ∴) 9 ∀
)



第 � 期 曾高坚 Η Α7 ,

群不可约表示直乘中的不可约表示及其重数  �

参 考 文 献

κ
%

1
%

κ> < ≅> ( Χ。
,

&
‘

Λ ≅ > ?Μ∀ > ?(
,

/
%

∗ ≅ ∃ ( ΑΧ ∋ ∀ ∋( Χ ϑ
%

8 > > ,
丑>二 λ

∃ Χ
%

∗人, Η
% ,

ΦΟ 9�  Ζ Υ :
,

�
%

&
%

&
%

Λ >
%

Α Δ ∋ ≅ Μ
,

丑> 妙
%

万∃ Χ
%

&场夕Φ
% ,

Φ� 9�  Ζ Φ :
,

 � Ζ
%

&
·

Λ
·

8 ∃ Κ > μ
,
0饥 >

·

&
%

∗< , �
% ,

Φ! 9�  α Τ :
,
Φ

%

0
,

&
·

λ ∋ > ν∋ ≅ ∀∋ ( > > ,
8

%

Τ
’
2 ∋ ?ν>∋≅ Μ∋ ?罗 ∋( Χ ∗

%

�
%

2∋
∃ ,

&
%

万∋玄<
%

∗< , 忍
% ,

! 9�  Ζ α :
,

� Φ Ζ
%

8
%

/
%

κ ?>Χ > ( < ∋ ≅( ∋( Χ &
%

Λ
%

85
Κ >μ

,

&% 皿∋玄再
%

尸介夕�
% ,

� Φ 9�  α Υ :
,

�  ! �
%

, %&, %&, %%&, %&�%&
��Υ�Ο

≅%8≅8≅
%%�� !�!

∀ # ∃ %& & ∃ ∋ ( ) %∗ ! ∃ & ∃ +& ∃ , ∃ − ∀ . ∀ % / − , . − ∋ ∀ # ∃ % & / ) ) ( +.
·

∀ % / − − ( 0 ∗ ∃ & % − ∋ % & ∃ ) ∀ 0 ( ! ∀ %+! %) . ∀ %/ − / 1

%& & ∃ ∋ ( ) % ∗ ! ∃ & ∃ +& ∃ , ∃ − ∀ . ∀ % / − ,

/ 1 , (2 3 & / ( +

4 ∃ − 5 3 . 5
一

6 % . −

# 公九7 沁 ∀ 8 7 8 9 8 � ’: ) 5 ;;8 < 8
=

. ∗ , ∀ & . ) ∀

% > ? 9 ≅2 Α 7 + 8 � ,

? ;;8 )
一

3 28 � ≅ 8 2 5 Β 召(
Χ < � 5 Δ + ≅、 2 ? Δ Ε ≅8 Ε Δ 2 ≅> < & 7 8 Χ‘ΦΦ 一, + 8 ≅ 8 � ? ;Γ8 5 � 8 > Γ

 

. < 8 > 8 � 7 ; Β5 � Η Δ ;7 Ι 9≅8 9 8 7 > ϑ 8
Δ2 8 Ε ?5 8 7; 8 Δ ;7 ? 8 ≅� � 8 Ε Δ 8 ≅ϑ Φ8 � 8 + � 8 2 8 > ? 7 ? ≅5 > 2 7 ;≅ Ε ? 98 ≅� 5 8 Κ

Λ Δ Α 7 ? ≅5 > >

脚ϑ 8 � ≅> )
一

3 2 8 �≅ 8 2 5 Β 刀矶 < � 5 Δ + Φ: Ε 8 � ≅Μ 8 Ε
 

∀ 98 < 8 > 8 � 7 ; Β5 �扭Δ ;7 Φ: Μ 8 � Ν 2 ? � 7 ≅< 9?

Β5 � Ι 7 � Ε 7 > Ε 8 ΒΒ 8 8 ? ≅Μ 8 Β5 � 7 8 ?Δ 7 ; 8 7 ;8 Δ ;7 ? ≅5 > / > 8 8 7 > 7 ++;Ν ? 9 8 Β5 � Η Δ ;7 ? 5 7 > 7 ;Ν 2 8 ? 9 8

Ε≅ 2 ? � ≅ϑ Δ ? ≅5 > � Δ ;8 5 Β 5 8 8即
7 ? ≅5 > >

ΔΗ ϑ 8 � ≅> )
一

3 2 8 � ≅8 2 5 Β , (7 < � 5 Δ + 7 > Ε ?5 Ε 8 Β≅> 8 ? 9 8 > Δ ;;

2 +7 8 8 5 Β Ο ≅> < 8 � 5 +8 � 7 ?5 � 5 Β , (
Χ < � 5

Δ+
,

?9 8 ;7 ? ? 8 � Φ: ≅Η +5 � ? 7 > ? ? 5 ? 9 8 8 7 ;8 Δ ;7 ? ≅5 ;≅ 5 Β Ο ≅< ;;8 �

8 5 8 ΒΒ≅ 8 ≅8 > ?2 Ι 9 8 > ? 9 8 � 8 ΦΠ 7 > 一Δ ;? ≅Α ;≅ 8 ≅?Ν
 


