
第 , 卷 第 期

 年 ! 月

高 能 物 理 与 核 物 理
∀# ∃% &∋ ( ) ∗ ) + , &( ) −. + / &% ) / ∀# ∃ % &∋人 ∗ 0 ∋ 1 ) ( +& %

2 .&
3

 
,

∗ 4
3

5 6 7 89
,

: ; :

有延展外源的 % 0 <! =规范场

经典静态球对称解

马中骥 东方晓 周咸建 薛圣友
<中国科学院高能物理研究所=

摘 要

本文证明了
,

在可对角化的静态延展外源下
,

经典 >0 <!= ∃6 ? ≅
一

5ΑΒΒ 。
方程

的广义静态球对称解必须要求外源是球对称的
,

而在此外源下
,

不存在非库仑解

的广义静态球对称解
3

阿贝尔和非阿贝尔的规范场存在着质的差别
3

由于非阿贝尔规范场 ∃6? ≅
一

5 ΑΒΒ% 方程

是非线性的
,

故会存在若干不同于阿贝尔情形的特殊形式的解
3

人们尤其希望寻找有外

源情况下的这种特殊形式的解
,

讨论它们的物理意义
,

并期望从经典解的讨论中找到 层子

禁闭的某种启示
3

5‘ΧΔ Β6Ε ΦΓ 找到了无质量标量电动力学的静态球对称解
,

它的能量低于相应的库 仑

解
,

并使外源完全屏蔽
3

但是
,

5 6≅ ≅闭 证明了在静态球对称非均匀延展外源下
, > 0 < =

∃ 6? ≅
一

5Α ΒΒ> 规范场静态球对称解只有库仑解
3

这就给寻找有外源的 ∃6? ≅
一

5Α ΒΒ> 方程经典

解提供一个有力的限制
3

从物理观点看
, >0 <! = 规范场的讨论更令人感兴趣

3

尽管 >0 < = 已经是非阿贝尔

的
,

但 >0 <!=规范势分量增多
,

它的非 ∋ 67Η 6 ?
子代数的分量 <除 !

、
; 以外的分量= 在

∃6? ≅
一

5Α ΒΑ> 方程和有关关系中互相交叉
,

56≅≅ 的论证向 >0 <!=推广存在新的困难
3

此

外
,

56≅ ≅ 的证明实际上隐含有外源梯度处处不为零的假定
,

我们认为这个条件是不必

要的
3

本文在对有静态延展外源的 占0 <! =经典静态解普遍讨论1!Γ 的基础上
,

根据广义球

对称解的定义
,

选择合适的规范不变量
,

找出对规范势的一系列独立限制
,

结合 ∃6? ≅
一

5 ΑΒΒ >

方程
,

证明了对于可对角化的静态延展外源
,

静态球对称解必须有球对称外源
,

在此外源

下
,

不存在非库仑解的广义静态球对称解
3

当然
,

外源在全空间是非零常数的情况
,

物理

上不感兴趣
,

我们没有讨论
3

在第二节
,

引人在证明过程中反复用到的几个引理
,

并根据广义球对称解的定义
,

讨

论广义静态球对称规范势的一般限制
3

第三节利用这些关系严格论证在可对角化的静态

本文 : 夕 年 :: 月 : Ι 收到
3
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球对称延展外源下
,

广义静态球对称解只能是库仑解
3

二

若可选择适当的惯性系
,

使流的空间分量为零
,

则称为静态外源
3

由 ∃6? ≅
一

5 ΑΒΑ >
方程

Κ
,

−
, , , 。

,

−
, , Λ ≅ Ε (

, ,
−

”,

Μ Ν 一人 <Β=

知外源 Γ,
的四维协变散度为零

,

在 ( Ο Ν Π 的规范下
,

人与时间无关
3

了。是厄米矩阵
,

可

通过与时间无关的么正相似变换对角化二 我们限于讨论此相似变换在全空间连续可微的

情况
,

并选它作为规范变换
,

于是外源可表为即
,

。 ,

:
7 3 , 、

Γ Ν 0 , Γ Ι Ν 一 1几!Θ !又7 Ρ 个 几>Θ >气7 夕Γ , < =

祝
, 。 Ν Β , ,

⋯
, ; 是 , 8ΒΒ

一

56ΒΒ ?
矩阵

3

定义延展外源为

Θ ! 铸 Π
, Θ蛋钟 ! Θ孟

,

它保证 ΓΙ
本征值互不相等

3

在此外源下
,

文献 【!: 指出

> 0 <!=规范势广义静态解化为

(
‘

<
7 , 7= Ν (

‘

<
7
=

,

左己
, 妞

<
7 , Η

= Ν ( 寻
·
毯

<
7
=

, ( 专<
7 , 7

= Ν Π ,

即广义静态解一定是狭义静态解
3

<! =
,

可以选择保持 < = 式的规范
,

使

6 Ν : , ,

⋯
, ;

Σ 铸 ! , ;
<Ι=

如果由方程解 ( ,
组成的所有规范不变标量场都是空间转动不变的

,

则称为广义球

对称解
3

本文讨论的方程解 ( ,
及其由它组成的标量场

、

矢量场都假定是连续可微的
3

为

了讨论广义静态球对称解的性质
,

先引人几个以后反复应用的引理
,

证明方法主要是反复

运用引理 :
3

引理 : 在球面上的连续切矢量场必有零点叭

设 > 表矢径长度
犷
的一切连续函数的集合

,

转动不变的标量场记作 价<7= Ν 价<
,

= 〔> ,

转动不变的矢量场
,

由引理 :
,

一定沿径向
,

因此可记为 + <7= ‘玲
3

护是矢径方向单位矢

量
3

引理 若 ( 八Τ 〔>护
,

则 ( 八Τ Ν Π3

引理 ! 若 ( 八<( 八Τ = 〔并
,

则 ( 八Τ Ν Π3

引理 Ι 若 <( = 〔 % ,

( 八<2 八( =〔甜
,

(
·

<2 ( ( =〔 % ,

则 2 八( 一 又<
,
=(

3

引理  若 2 中< %宁
,

则 中〔 % Ο 若 2 八+ 〔 护
,

+ 八7 一 Π ,

则 2 八+ Ν Π 且 + 〔 护
3

令

<‘
Ι
,一六

〔二 Λ ‘,
·

Λ ‘吕二’
< =

不难计算

召。一 王
, Σ4 Ν Υ 4 Ν 6 Ο

Ν Π ,

ς ς Ω ,

6 Φ

一 二
一

火Θ 互
Ρ

Σ一 Ν

Σ Φ Ν

<Ξ =

Λ 宁后=
,

Θ ! , Υ Β

Ν Θ > ,

Ν
一 Ο二 Θ !Θ 6 ,

2 !
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Υ Φ Ν 一下一 戈Θ玉一 Θ妇
, 6 ! Ν 甲一一=Ζ Θ >气Ρ Θ 玉一 Θ 3夕

,

丫 ! ! 2 !

由 ∃6? ≅
一

5ΑΒΒ >
方程 <Β=

,

Γ’等于由方程解 (
,

组成的量
,

因此根据广义静态球对称解

的定义
,

由 才 ,
和 Γ3 组成的一切规范不变标量场也是转动不变的

3

例如

/ ·【‘, , 一

晶
二 ““,

因此 号一“ Λ ““
’

平
。! 一 , 。<! ,

卜
, Ο卜

, >〔! <, ϑ Λ 、卜
, , Ο〕。“

·

两式联立
,

得

宁。〔% , 宁! 〔 
3

<[ =

因此
,

静态延展外源下
,

广义静态球对称解必须要求外源是球对称的
,

非球对称外源不可

能有广义静态球对称解
3

下面都是在静态球对称延展外源条件下进行讨论
3

引理 Ξ 若
6

神
Ο

Λ 吞冲 Λ Υ

神
! 〔> 或

。。+
ϑ

Λ 占
。

凡 Λ Υ 。

凡 〔>护

对一切自然数
。
成立

,

其中 价,
是标量场

,

风 是矢量场
,

则分别有

中‘〔% 或 + “ %护
,

<Α Ν Β , , ! =

证明 ϑ 延展外源条件 <!= 刚好保证系数行列式

<; =?铸

‘ ! , 去。,

 ∀ ,
吞
# ,

 ∃ , %& ,

因此 币‘或凡 满足的线性联立方程有解∋( ,

注意 )冷 式
,

价‘或 风 都可用转动不变的量表

出
∗

弓+理 , 如果存在由 − ,
组成的

、

规范不变的标量场 中〔.
,

在所讨论的半径为
犷
的球

面附近满足 甲币铸 / ,

则在此球面附近
,

由方程解 −
,

)和 人( 组成的一切规范不变矢量场

介 是转动不变的 0

1 〔2护
∗

证明 0 矢量场 1 八3 币的长 ) 1 八3 价(∃ 是由 − ,
组成的规范不变的标量场

、

因此转动不

变
,

但 4 币是沿径向的非零矢量
,

故 1 − 4 币沿切向
,

在球面上必有零点
,

于是 ) 1 八4 币(
之

在球面上处处为零
,

即 1 八4 价 5 / ,

1 沿径向
∗

又因 1 的长是 由 − , 组成的规范不变的

标量场
,

故 1 ) 并
∗

设在 1
6

镇
护
《 1 ,

的球壳内) 1
6

可为零
, 1 &

可为无穷大 (外源不均匀
,

4 7 8 和 4 7 。不

同时为零
,

显然存在某正整数
。 ,

使 9
“

:; 〔<习 5  。

的梯度场 4  。

不为零
,

于是引理 , 成

立
∗

我们先就外源不均匀情况讨论
∗

用 = 5 一冬 =叹
∗

或 = 5 一 上 仓‘
。

代表由方程解 才
。

和 <
。

组成的任意按 . > ) 8 (正
9 一 ? 一

9 ? 一 ’ ? ? ? ?
一 一

’

一一

∀( 显然
,

当
。》8 ,

不会产生新的独立条件了
∗
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则表示变换的标量场或矢量场
,

取规范不变量 / 7 【六∴」〔% 和 / 7 〔了罕∴〕〔并
,

得

∴!
,

; 〔% ,

牙
,

; 〔%护
,

< =

再取 / ϑ Ε了犷口Κ 刀 Μ ‘并
,

其中 . 是三维协变微商算符

Κ Γ罕Ν 2 Γ罕Λ ≅ Ε (
,

Γ军Μ
3

<: Π =

应用 <[=和 < = 式
,

去掉一些转动不变的项和因子
,

再按引理 Ξ 让 ‘Σ 。 , 口
衫

,

等项分别

转动不变
,

联立得

∴俄
Σ 一 ∴ Σ(

‘ 〔>护
,

<: Β6

=

∴咙
‘

Λ ∴
Σ( Σ < %护

3

<: ΒΣ=

其中 <
6 , 占= 取 <Β ,

=
、

<Ι
, 弓=或 <Ξ

,
[=

3

同理由 / 7 Ε Γ犷∴
·

Κ Γ了Μ 〔> 和 / 7 Ε Γ犷∴ 八Κ Γ罕Μ

〔 %户
,

得

仓
·

( 吞一 ∴
吞

·

(
‘

〔%,

∴6
·

(6 Λ ∴
‘

·

( , 。> ,

∴
,

( ( Σ 一 ∴
Σ ( (

‘

〔‘护
,

∴
,

八(
‘

一 八( , 〔>户
,

< : 6
=

<: Σ=

<:! 6
=

<:! Σ =

<
6 ,

Σ= 取值同上
3

三
、

现在
,

我们选择若干由 ∃6? ≅
一

5 ΑΒΑ >
方程解 ( ,

和外源 人组成的
、

按 > 0 <! = 正则表示

变换的标量或矢量场来取代 < =
、

<: := 一<:! = 式中的 ∴或 ∴
,

以得到广义静态球对称条

件对规范势 ( Ο

的各种限制
,

再利用 ∃6 ?≅
一

5ΒΒΒ >
方程

,

可证明广义静态球对称解一定是狭

义静态球对称解
,

即存在规范
,

使方程解取

(
‘

Ν Π ,

<
6 Ν Β , ,

⋯
,

川
·

‘〔> ,

] ,才寻
, ,

<
7

= Ν 一

这相当又回到阿贝尔情形
,

解是库仑解
3

我们先就外源不均匀的情况来证明
3

引理 [ 的前提成立
,

也都是可用的
3

; = (君Ν 4 ,

<乡粉 !
,

; =

ΑΘ ! , >
<:Ι =

但是下面的一般讨论
,

对外源均匀的情况
,

只要

<Α= 令 ∴ Ν 认 三 Κ Γ罕
,

代人 <: 6
= 和 <: !Σ =得

<(
‘

= Λ <(
西
=

, ‘% ,

(
‘

八( 吞 Ν Π3

<
6 , 去= 取 <: ,

=
、

<Ι
,  = 或 <Ξ

,
[=

3

作规范变换

<: =

<:Ξ =

、
,
户、了、

门Φ≅Α
‘∗几∗∗几了∗、了∗、

Β

一
Χ

Δ
一
合

‘8 , ∋

) ·, 一合
‘Ε, 9

)
·

,Φ
,

−

一
Β ”·Β 一 ‘ Γ

鑫
〔”

·, ∋

)· , ’‘
8 Γ

鑫
〔”

·, 9 ); , ’‘
二

这规范变换保持 ) 9 (一 )Η ( 式仍成立
,

且

− 穿” −军
,  5 ∀ , 9⋯

, Ε ) ∋ Ι
 
(
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(
,

、 (
!

一 生
≅

2 夕
:

<
7
=

,

(
‘

” <
8 4 > ⊥

。,
=(

‘

一 <
>呈? ∃ 4 Σ

=(
吞 ,

<
6 ,
去=取 <:

,

=
、

<Ι
,  = 或 <Ξ

,

[=
,

⊥ Ο

一 , : , ∃ , ,

一 生 <, ϑ

Λ 丫了

因为 <: Ξ = 式
,

<: Υ

= 实际是代数关系
,

选择

量为零
,

例如使

( %

一 ( % 一

含
] , <

·
,

( Σ
、 <

>里? ⊥
4 Σ
=(

‘

Λ <
8 4 > ⊥

。。
=(

Σ ,

<: Σ=

<: Υ
=

夕=
,

⊥Β , ⊥Φ

: Β

: Ξ[ Ν 二甲气一 ⊥Β 十
Φ

斌了 , = <: Χ =

可使三组 <
。 ,

习 中有两组各有一个矢

( , Ν ( [ Ν

再由 <:  = 式
,

令

得

( , Ν 8 4 > 6
<

7
=(

, ,

( Φ

Π
,

Ν
>里? 。

<
7
=(

,

<(
Ο

= 〔% ,

<(
Ι
= 〔> ,

<(
‘
= ‘ 

3

<ΑΑ= 规范场强 −二
,

Ν 气心 一 氏(二Λ ≅严Υ( 三成
,

<只 ,
, 一 − Ι , ,

<−=
, 二

合
一, , − , , ,

分别让 ∴ Ν 只 和 ∴ 一 − 代人 < = 式
,

得

(寻〔% , ( 母〔%

和

2 八( ! 〔>护
,

2 ( ( , ‘>护
3

<:::= 令

∴ Ν 及
, 二 Κ 六( Κ 了梦十 Κ 了7八Κ Γ罕

,

代入 <: = 式得

( Β
·

代入 <: ! 6

= 式得

( ,

<(
咭

代人 <: ! Σ= 式得

(
:

( Ε (
:

( <Σ
4

2 Σ ,

<(
Ι (澎= 〔> ,

(
Φ

·

<(
Ι ( ( ‘

=〔  
3

·

( ‘
= Ν ( Ι

<(
‘

·

( ,

= Ν ( ‘
<(

,
·

( 呼

=
3

Λ 乡。] 石
。

= Μ 一 兰 Ε <,
。

Λ

;

丫了
Υ ,

= <一吞
。 Λ 斌了

Υ 。

=

Λ <一 Ο
。

Λ 了万
Υ ,

=<占
, Λ 斌万

‘3
=_ ( , ( <刃(通‘

=。 ϑ 护

( ‘( ⎯刃( Ε <吞
3

Λ 丫万
Υ 。

= <] 去
3 Λ 斌了] Υ 3

= Λ <石
3 Λ 了万

Υ ,

=<] 去
。

Λ 斌万 ] Υ 。

=Μ α Λ Ο Ε石
3

<一石
3 Λ 了了

Υ 3
= Λ <一占

。
Λ 了了

Υ 。

=, 。 Μ

β 澎 ( <澎八( ,
= 〔>护

澎( ⎯(
‘( Ε <一 ,

。
Λ 了万

Υ 。

=<一] 去3 Λ 了万] Υ 3
= Λ <一石

。 Λ 斌万
Υ ,

=

β <一 ] 占
。

Λ 了万] Υ 。

=:α 一 ≅ Ε去
”

<占
3 Λ 了了

Υ ,
= Λ <, 。

Λ 斌了
ϑ 。

=, , &( ‘八<(
, 八澎= 。>Ο

3

< Π=

< : =

< =

< ! =

< Ι =

<  =

< Ξ =

< [ =

<  =

< =
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<Α
]

= 令

∴ Ν 兀 二 只 八Κ Γ聋十 Κ 了琴八只
,

代人 <: ! Σ= 式
,

得

( “(
χ Φ( <(

:

( ] Σ ·

= Λ ‘
·

(
χΦ( <(

:

( ] ( “=一专<一 Σ
·

( Ο Λ , 二( , ,

β ( , ( <(
Ι ( ( ‘

= 〔>矛

<才乏Λ 丫万才母=(
‘八 Ε( ‘( <] 占,

Λ 斌万] ‘”

= Μ Λ <占
。
Λ 斌了

Υ 。

=

β 刃(Ε 刃八<] 川 十丫万] 川=Μ 十 ϑ ΕΣ
。

<一 Φ( 青十 丫万(分

Λ 了了
‘。

川〕(Ι 八<澎( 才=。并

<! Π =

<! :=
、

<一(乏十 斌了( Κ( ‘八 Ε(
‘( <一] Σ

。

Λ 丫了] Υ 。

=Μ Λ <一 Σ
。
十了万

‘。

=

β 澎八〔(Ξ ( <一] (乏十斌了] (扫Μ 一 ≅ 〔Σ
。

<Φ (乏十 了了(劲

将 < = 和 <! 一=

在 产 Ν Ι 和
6 Ν

零
,

得

斌万‘川〕(Ξ 八<澎八才= 。并
3

式联立
,

消去 2 Σ 。

和 2 Υ 。

等
,

应用 引理
、

!
、

Ξ ,

再注意 ∃6? ≅
一

5 ΑΒ坛 方程
! , ; 时<见 <! ; 6 ,

Σ= 式=
,

延展外源条件 <! =式要求 ( 二和 ( 育不能同时为

、,了、,产
勺‘傀Ρ,Ρ,、ϑ

了‘了‘、−
&

)−
咤

·

刃 )−
‘

·

− &

( 5 澎 ) − &
·

澎(
∗

与 ) 9 Κ( 式合起来有

−
0 9

)−
6

∗

−
∋9
− 4 −孟

刃( 5

澎( 5

5 / ,

− Η)− ‘ ·

−
6 9( 一 −

‘

)−
, 0

·

− Η

(
,

刃− )3川 十 了了3洲( 一 。,

) 8 Η (

) 8 Κ (

、‘∀∀Λ.Λ.户∀ΛΛ∀∗∗<

用
一8了

澎− ) 一3 −乏Γ 丫万3 −幼一 。
∗

−
∋ 9
− Μ%

!

4 乡, Γ % ! 4 占
。

Ν 5 !
,

刃八 Μ)占
。

Γ 斌了
Ο 。

( )3 吞
∗ Γ 丫了3 Ο 。 ( Γ )占, Γ

Π )3 去
。

Γ 了了3 Λ 。

( Ν 一 。,

− ‘− Μ)一石
。

Γ 斌了
Ο ,

( )一3 占。 Γ 丫了3 Ο 。

(

Γ ) 一 % , Γ 斌了
Ο , ( )一3 %

,

Γ 斌了3 ‘刀 一 。

)
3
( 令 = 5 Θ 代人 ) ∋ 9 ( 和 ) ∋8 ( 式

,

合并后得
、、Ρ、了、Ρ
‘

、
了

8Σ8,. .%
了、
叹了、884 八−

、0 5 孟、)
;

(−
、9 ,

4 八− 峪 5 又, ) , (− ‘,

4 − −
‘

5 几Σ) ; (− ‘,

−
0 &
− )3 。 Γ 6 − ,

( 一 。,

通‘八 )− , Γ 召了沌
, ( 一 。,

才八 )一−
, 十 斌丁−  ( 一 /

∗

最后
,

写出 Τ Υ ς
一

Ω Ξ .
方程的分量形式

拌 5 Η ,

4
·

公 Γ ς 严该
吞

·

君 5 了乳

一 3 &−录十 扩−
)− ·

(
9 Γ

蓄)““十 斌了−秒)−
Η

(
, 一 )一−孟十 了了−朴扩一Η

Π )− ‘(
9

一 Ψ 7 8 ∗

一3 &−号十 武川 十 了万朋 ( )刃(
, Γ 抓一−飞十 丫万汉钓

Π )− ‘(
9
5 #宁。

,
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川2
·

( , Λ Φ( ,
·

2 川 Λ ≅ 川( ‘
·

( , 一 ≅ (沐
Ι

·

澎 Ν 。,

川2
·

( , Λ Φ( ,
·

2 川 一 ≅ (乏(
Φ

·

斌丁<一 斌丁( 寻十 (翰( ‘
3

·

( , Λ <( 潭Λ 斌万(翰<(

( ! Ν Π ,

, 十斌压诬
“

=
3

( 今 Ν Π ,

<! ;Υ
=

<! ; Χ=

<! ;8
=

<川 十 了丁戒=]
·

刃 Λ 刃
·

<] 川 Λ 了了] 朋=

了了
, Ω 二

, 、 3

一

—
≅ 气一 2 Ρ 汽刁十 汽训凡

‘ ’

月
“

Ν 0 ,

斌万<了了川 Λ 戒=(Ε
·

刃 Λ <一 (录Λ 斌了(母=< 一( , 十了丁(
“

=

<! ; δ=

ε Π
,

斌了戒=]
·

澎 Λ 才
·

<一] ( Ο 十 斌了] ( 翰

≅ <了了川 Λ 川=澎
·

刃 一 Π
3

<! ; =

<! ;9 =

户 Ν Β
, , ! ,

2 八− Λ ≅尸Σ Υ

( Σ八−Υ Ν ≅ δ6!∋ (
掀 Λ ≅严(

淤
2 ( <2 ( ( ,

= Λ ≅ 2 八<(
Φ( ( !

= Λ ≅ ( Φ( <2 ( ( !
= 一 ≅ ( !八<2 八(

,

=

Λ Ο Φ( ! ( <(
χ ( ( !

, 一

誓
( ! ( <(

Ι ( ( ‘
, Λ

哥
( 咭( <(

χ ( ( 峪
,

Λ

哥
( ‘( <(

χ ( (
Ξ

,
一

Ο <( “, ( & ,

<, ·
,

] ( <] ( ‘, 一 Ο ] 八<(
’( (”Λ

含
] 八<(

‘( ( ‘
, Λ 。( ’八<] ( (”

一 ≅ ( ’八<] 八(” Λ

含<‘
Ι Λ ‘Ξ

,(
‘( ( ‘ Λ ≅ ’( ’( <(

’( (”

Λ

专
( Ι八<(

Φ八‘ , Λ

子
( Ξ八<(

Φ八( Ξ

=
一

<刁。(
,

<! Σ=

] (< ] 八澎= 一粤] 八<(
, 八澎 = Λ 兰 刃( <] (澎= 一 兰 Ο Ξ( , 八( ‘

一牟(: ( <(
:

八φ = Λ 里澎八<(’八
(8=

一军φ (< (Β 八(>=
兮 斗

一匕 <(6 十 丫了澎=(< (Β 八澎=
一

兰 <心 十 丫了戒 =才
,

Ι Ι

2 ( <(
, ( ( ‘

= Λ 浇8(
, ( ( ‘一 ( ‘( <2 ( ( ,

= 一 ≅ ( ‘八<(
Φ八( !

=

一

含<(
‘ Λ 了认”( <(

’

“( ‘

, 一 ”,

<! Υ
=

<! Χ =

] ( <] ( ( ‘
, Λ

号
] 八<(

‘( ( ‘
, 一
号

( ‘( <] ( (”Λ

号
‘呜( ’( ( ‘

一

专
(

:

八<(
:

( ( Ξ
, 一

哥
( Ι ( <(

呼( ( Ξ
, Λ

誓
( Ι ( <(

&( (
!

,

一

专
<一(

!

Λ 了了(
%

, 八<(
Β八( Ι

,

一子
<一‘“十 召丁( 4

Φ

(
‘,

<!
8

=
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2 八<(
‘( ( Ι

= 十 石( ‘
八( 呼一 ( ‘八<2 八( ,

=一 ≅ ( 呼八<(
, 八( !

=

Λ

含
<一( ’Λ 丫认

;
, ( <(

Φ( ( 书
, 一 Π

3

<‘ ‘=

从 <! ;
6 ,

Σ= 式看到
, (乏和 (牙不能同时为零

,

否则 Θ ! Ν Θ 。 Ν Π ,

与延展外源条件 <! =

矛盾
3

因为外源不均匀
,

2 Θ !
和 2 Θ 。不同时为零

,

容易证明
,

可适当选择
。
和 γ ,

使 <! = 式

方括号不为零
,

所以由 <[= 和 < = 式知
,

( 。 ,

( 咯
和 ( ‘

均转动不变
3

注意 <Ξ= 式
,

若

2 Θ ! 钾 Π
,

取
, Ν , Ν : , Σ Ο

2 Σ Ο

Ν Θ !2 Θ ! 铸 Π Ο 若 2 Θ ! Ν Π
, Θ 。 钾 Π ,

取
? Ν 。 Ν

,

,

ς
3

Ι
,

ς
、

。

Ν ς
。 ,

Ν
3 ,

,

ς
, 3 ,

ς
,

去Φ2 Σ ϑ Ν 分 ‘宁
>2 Θ 。 箫 Π Ο 若 2 Θ ! Ν Π , Θ 。 Ν Π

,

取
? Ν : , 。 Ν

,

Σ
,

2 Σϑ Λ Σ Φ2 Σ
Ο
ε

!

,

ς
、

。

Ν
ϑ , 3

二 , 。 ,

Ν Ν Ν ς
Ω

3

Ω 丫万
3

、 、 。

Ν
ς , ς

, 一
,

摧ε 叮呈2 叮
ϑ

钾 Π
,

因此 (
、 〔%护

3

同理
,

若 2 伪
! Λ 丫 ! 叮>

= 铸 Π ,

取
? Ν 。ε : Ο 若2 伪

! Λ

2 !

厂丁
、 。 :

、
八

Ν
ς

Ν ς
:

3

Ω Ζ 丁 、 八 :
2 ! 叮>= Ν Π

, Θ ! 一 一
子ε Θ 。粉 Π

,

取
? Ν 。 Ν Ο 若 2 <Θ ! Λ 丫 ! Θ >

= Ν Π , 叮! 一 一弃ε 宁。一

2 ! 2 !

Π
,

取
。 Ν :

,
。 Ν

,

则可推得 ( Ι 〔 六 把 Θ !
换成 一 Θ ! ,

同样讨论得 ( ‘〔并
3

下面用反证法
,

若 (
: ,

( 呼
和 ( ‘

中有不为零者必引起矛盾
3

若 (
: ,

( 峪
和 ( ‘

均不为零
,

则由 <! [=
ς

式得 ( ! ,

( 吕
和 2 。

也都沿径向
, “

<7= Ν 6<
,
=

,

再由 < :=
、

<  = 和引理  知所有 (
‘

均转动不变
,

代人方程 <!6
,
Σ

, Υ ,

8= 得 川 Ν 川 Ν

.
,

矛盾
3

若 (
Ο ϑ ,

( 咭
和 ( ‘

中只有两个不为零
,

如 (
ϑ ϑ Ν Π

,

( 弓钾 。
,

( Ξ 钾 4 <其它情况
,

如

丸 钾 Π
,

刃 钾 Π
,

澎 Ν 4
,

可通过适当选择规范变换 <:[ =
,

使 ( Φ Ν Π ,

讨论相同=
3

由

<![ =
、

< = 和 <! =式知
,

( ! ,

( 。
转动不变和 (乏一 (母Ν Π

,

矛盾
3

若 ( : ,

( ‘
和 ( ‘

中只有一个不为零
,

如 ( ‘铸 。,

代人 <! Υ= 得 戒 十 丫了川 一 。,

这是在所讨论球壳附近 恒 为零
,

故 微商 也为零
3

联立 <! ; ϑ ,

Σ= 得 。Ν 一切<川 Λ

了了汉Κ 一 Α<Θ
, Λ 斌几>=

,

与延展外源条件 <! = 矛盾
3

因此
,

外源不均匀情况

( 二Ν 4 , ‘ 钾 !
, ; , 产 Ν :

, ,
!

, 斗,

一] Φ( 寻
, ;

Ν Α宁! , ϑ ,

2 ( ( ! , 日〔%护
3

<Ι Π =

设外源在 + ϑ

<
7
簇 + Φ

球壳内均匀 <+ ϑ

可为零=
,

在球壳外外源不均匀
,

在那里可选

取适当规范
,

使规范势取 <Ι Π= 形式
3

在球壳内
,

引人规范不变标量场

η ,
, Λ
一

, / 7 Ε. Γ拿
·

Κ Γ犷Μ
,

η Ν 扩乡
。
占。 Ε<(

‘

= Λ <(
Φ

= Μ Λ 上<去

斗

。

Λ 斌丁
Υ 。

=<吞
。 Λ

<Ι : =

斌丁
Υ 3

=Ε <(
‘
=

, Λ <(
,
=

, Μ

Λ 匕<一 ,
。

Λ 了万
‘。

=<一石
3 Λ 斌了

Υ 。
=&<(

‘
= Λ <(

,
=

, Π  
3

Ι
<Ι =

若 β 不是常数
,

2 η 今 。
,

则引理 [ 前提成立
,

<! =式以前的讨论都有效
3

分两种情

况讨论 ϑ

:
3

2 川 和 2 ( 导不同时为零 若 ( : ,

( 今
和 ( Ξ

均不为零
,

则因 2 川
, 土 2 川 十

了了 ]川 中至少有两个不为零
,

由 <! 斗=式
,

(
: ,

( ‘和 ( ‘
中至少有两个沿径向

,

代入

< = 和 <! ! = 式
,

三矢量场都转动不变
3

于是
,

和外源不均匀情况一样讨论
,

导致 川 Ν
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( 聋一 Π ,

矛盾
3

若 ( : ,

( 呼
和 ( ‘

中有两个不为零
,

例如 (
Β ϑ Ν Π

,

( 呼铸 。,

( ‘ 污 Π ,

则因 士2 川 Λ

斌了]川 中至少有一个不为零
,

如 ]川 十了万]戒 钾 。
,

则 ( ‘。对
,

代入 <!
Υ

=

ς 扩‘ , ! 二
二

Ω二
, >、 , Ο ς 扩 , ‘ , ‘ , Ο , , ‘、 ς 扩‘通‘、 , , ς 扩‘通 ,

3

通 Ξ、通‘

一犷 Ψ Γ Β 今 一
’

2 Γ “咭Ω Γ 气3

一 一厂 7
3 Γ Ψ Ψ八 & 、Ν Ω 一 气

一 ΨΝ Ω Ν
一丁 ΨΝ Ν

Ω

Ν
斗 斗 斗 斗

如 ( ‘

ΩΩ 通
呼,

则 (“ >护
,

同上法得矛盾 Ο如 ( ‘旅 ( 峪,

则必须( 呼
·

( ‘ Ν Π
,

( ‘
为切矢量场

,

由引理 : 和 < = 式知 ( ‘ Ν 4 ,

矛盾
3

若 (
: ,

( ‘
和 ( ‘

中只有一个不为零
,

如 ( ‘钾 。
,

( 。一( ‘一。
,

如 ]川十斌了]川 斗

4
,

则 ( ‘。>Ο
,

代入 <!Υ = 式得球壳内 川 十 了几母一 。,

矛盾 Ο 如 ] 川 十 了了]洲一 。
,

在球壳内川 十斌孔母是常数
,
二 <川 十 了了川=一。

,

联立 <!;
6 ,

Σ= 得 扩<川Λ 斌了洲=3

<(
‘

=
, 一 Α<, , Λ 丫万, 。= 神 。,

即 <汉
‘

=
,
为常数

,
β 是常数

,

矛盾
3

3 ] 川 Ν ]川 一 Π 取 口 Ν 只
·

Κ 刃 一 Κ 刃
·

只 代入 <::= 式
,

注意 川 和 洲 不能

同时为零
,

和 <  =
、

<! = 式合起来
,

得

( 今 ( ‘

Ν ( 碑

<(

<(
‘

·

( &=
·

( Φ

= Ν ( ‘

<(

<(

·

( Ι

=〔>户
,

·

(今〔旅
3

(’=(8=(’3(’3(Β(_

若 <Ι ! = 式不全为零
,

则 ( 。
ΩΩ ( Ι

ΩΩ ( ΞΩΩ
7 ,

如上讨论导致矛盾
3

若 <Ι ! = 式全为零
,

则 (
:

Β ( Ι Β ( ‘& (
、 ,

由 <! >8 ,
Χ

, 8 , ≅ =和 < := 式得

川<] 。 Λ 必
!
=

·

(: Ν 4 ,

<川 十 了了(份<(
, Λ 斌万( >=

·

( ‘ 一 。,

<一川 十 斌了(幻<一 ( , 十 斌了( >=
·

( ‘ 一 。

如 川和 士川 十 斌了朋 均不为零
,

将 <Ι Ι = 和 <! [= 式联立得

<斗! =

<Ι Ι =

回 <!  = 和 <! Ξ= 式
,

2
·

(
, ϑ Ν [

·

( Ι Ν 2
·

( ‘ Ν Π
,

和 又ϑ ,

和 8Ξ 分别表示 (
: ,

( ‘和 ( ‘
方向的单位矢量

,

满足

( ! Ν (
%

Ν 2 。 Ν Π
,

再代

又
Ο , 又Ξ

均为常数
3

用 8 Β ,

83

8 ϑ

( 8 Ο 一 气
,

(
Ο

Ν ( ϑ 8 Β ,

( ‘ Ν 汉‘8 Ο ,

( ‘一 注‘气

汉
ϑ ,

( Ι
和 ( ‘

是相应矢量的长度
,

它们只是
χ
的函数

,
才‘
允许取负值

3

于是

, ( <汉
, Φ ( 汉‘= Ν <才

, ϑ汉‘=
‘

<护(气= Λ <(
1Φ( ‘

=<2 ( 气=

司妙群
一 丝毕:<] , 八83= Λ 卫卫丝二Ο沙

1 戈( ,=
’

(
,

」 (
,

撇代表对
χ
的微商

3

代人 <! Υ
,

Χ=
,

只有第一项是垂直 ( 呼的
,

故必须为零
,

即

<( ϑ Φ( ⎯=
‘

Ν ( : ( ‘ ( ϑ Φ(李
<才

‘
=
‘

才‘ ’ 才‘
Ν 常数

同理
,

由 <!
8 ,

δ=有

兰迎二Ν 常数
(

“

<Ι  =

<Ι Ξ
6

=

<Ι Ξ Σ=

十则可见 ( 。 Ν 常数
,

代人<! ; 6 ,

Σ=
,

( Ι
和 ( ‘

也是常数
,

故 β 是常数
,

矛盾
3

如 川 和 士川

斌了汉育中有一个为零 <不可能有两个为零
,

否则 川 Ν 川 Ν 4 ,

矛盾=
,

例如 川 一 。,

由 <! ;
6 ,

Σ= 解得

<(

都是常数
3

再用

八
,

: 了了, ! Λ , ϑ , ,

八
·

:
=
‘

Ν
Ζ 二Ζ 万 一

Ζ
3

一井, Ν Ζ Ζ Ν 一 ,

【矛飞
3
=
‘

ΝΡ ≅Ζ 双不

: <一了了宁
! Λ , 。=

! ≅ Φ (母

<Ι Ξ= 式前的讨论
,

得 <( 户
,
也是常数

,

矛盾
3
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若 (
ϑ ,

( 呼
和 澎 中有一个或两个为零

,

则由 <! ;
6 ,

Σ= 立即解得其余矢量的模是常

数
,

故 β 是常数
,

矛盾
3

这样
,

β 一定在球壳内是常数
,

由<Ι =式和引理 Ξ ,

<(
‘

= Λ <(
Φ

=
, ,

<( ,=_ 十 <(
,

=
,

<(
‘

= 十 <(
[
= 都是常数

3

但
3

在球壳边界上 <Ι的 式给出它们都为零
,

于

是规范势连续性条件要求 (
‘

Ν Π , 。 铸 ! , ;
3

再由 ∃ 6 ? ≅
一

5 ΑΒΒ> 方程 <:= 产 Ν _ , , ! 和
6 Ν !

,
; 时有 2 ( <2 ( ( !

,

;
= Ν Π

,

最后我们得到

( 二Ν .
, 6 苦 ! ,

;
, 拼 Ν : , , ! , Ι ,

一甲
,( 霉

,
;

Ν Α宁! , 。,

2 ( <2 ( ( !
,

;
= Ν 4 ,

<Ι [ =

在外源不均匀区域
,

2 八( !3; 〔开
3

可以证明这样的 2 八( !,; 必为零
3

以 2 八( ! 二 Τ 为

例证明
,

它满足

在外源不均匀区域

2 (Τ Ν Π ,

2
·

Τ Ν

Τ Ν δ<
,
=之

我们不讨论外源在全空间均匀的情况
3

设在半径为
χ
的球面 _ 附近外源不均匀

,

则

‘, 一<,<
·

, , 一萝
‘口

·

Τ 一

χ⎯α
‘2 ]

·

Τ 一 。,

Φ 2

3’3 Τ Ν 了<7= 矛一 Π3

因为 ( !3; 无旋
,

所以是个梯度场
,

可利用规范变换 <:[ =
,

按 <: Σ= 适当选择 ⊥ , , ⊥Φ ,

使

( !3; Ν 4 ,

于是方程解取 <:Ι = 式形式
ϑ
川

,;
满足我们熟知的静电泊松方程

,

其解 为库仑

解
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