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摘要 在单光子发射断层成像(SPECT)中, 为了校正劣化因素的影响, 提高图像质量, 需要对SPECT

成像的物理过程进行准确建模. 本文提出了基于Boltzmann输运方程及其Neumann级数解理论的

SPECT系统解析建模方法, 并采用数论高维数值积分算法对解析建模公式进行数值求解. 分别对点

源、均匀圆柱体模型和NCAT模型进行SPECT投影过程计算, 将其结果与传统的Monte Carlo建模方

法进行比较. 结果表明解析建模方法的计算速度和精度综合性能优于Monte Carlo建模方法, 且具有不

受统计噪声影响的优点, 因而更适于进行SPECT成像过程的建模.
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1 引言

单光子发射断层成像 (single photon emission

computed tomography, SPECT)是临床影像诊断中

广泛使用的成像设备之一. 它通过将γ放射性核素标

记过的药物引入人体, 在体外采用吸收准直器+位置

灵敏闪烁探测器获得多个投影角度上的γ光子分布,

并采用断层图像重建算法获得人体内的放射性药物浓

度分布, 从而无创地了解人体内的生理、功能和代谢

等信息, 提供临床诊断所必需的参考数据.

SPECT的图像获取过程受到多种图像降质因素

(degrading factors)的影响. 如图1所示的SPECT心

肌显像过程中, 理想情况下只有直射 (运动方向平行

于准直孔轴线) 的光子才能到达探测器表面, 从而在

探测器上可获得该光子的位置和运动方向信息, 如图

中标记为1的箭头所代表的光子事件. 但是由于准直

孔具有一定尺寸, 部分斜射的光子(如事件2)也可能穿

过准直器到达探测器, 从而造成准直器的空间模糊效

应. 由于光子在人体内部可能与物质发生相互作用,

部分运动方向平行于准直孔轴线的光子在运动过程

中可能被吸收(如事件3), 造成衰减效应. 还有部分斜

射的光子在散射后运动方向发生改变而射入探测器

中(如事件4), 造成散射效应. 此外探测器有限的空间

分辨率和能量分辨率也是必需考虑的系统降质因素.

这些降质因素可能造成SPECT图像的分辨率下降,

噪声上升, 还可能在图像中产生伪影, 最终影响诊断

的准确率和定量分析精度.

图 1 SPECT心肌显像示意图

通过在断层图像重建算法中对SPECT系统的投

影获取过程进行建模, 并对重建图像进行相应的迭

代修正, 可以有效地抑制这些降质因素的影响, 因此
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怎样准确、高效地对SPECT系统进行建模一直是

SPECT研究中的热点问题之一.早期的工作多采用经

验或半经验的建模公式, 这类方法的优点是易于实现,

但是在对人体中组织和器官分布非常复杂的胸腹腔部

位进行成像时, 难以准确描述光子在人体中的输运过

程, 因而误差较大. 近年来开展较多的研究工作是基

于Monte Carlo (MC)方法计算光子在人体中的输运

及光子在准直器和闪烁探测器上的作用过程, 从而获

得探测器所探测到的光子通量分布. MC建模方法可

以在媒质分布不均匀的情形下获得比较准确的结果,

但缺点是结果易受到统计噪声的影响, 为了减少统计

噪声, 必须模拟跟踪大量的光子事件, 造成计算量过

于庞大, 无法在临床实时成像中应用.

粒子在媒质中的运动规律可以用Boltzmann输运

方程描述. 从本质上讲, 用MC方法解决粒子输运问

题就是采用MC方法对Boltzmann方程求解. 本文试

图根据Boltzmann方程理论, 结合SPECT成像过程,

得到SPECT系统解析建模方法并数值求解. 通过对

比解析建模方法与MC方法的计算结果来验证解析建

模方法的准确性, 并比较两种方法的优缺点.

2 Boltzmann输运方程

对于不带电的粒子, 如果在媒质中运动时其相互

间的作用可以忽略, 那么基于相空间体积元中粒子数

守恒的原理, 可以得到Boltzmann输运方程[1, 2]

S(r,E,Ω, t)+
∫∫∫

µ(r,E′)ϕ(r,E′,Ω′, t− t′)×
C(E′→E,Ω′→Ω, t′ |r)dE′dΩ′dt′ =
1
v

∂ϕ(r,E,Ω, t)
∂ t

+Ω •5ϕ(r,E,Ω, t)+

µ(r,E)ϕ(r,E,Ω, t). (1)

式中S(r,E,Ω, t)是 t时刻在相空间的点 (r,E,Ω)上

发射出的源粒子数密度, 其中r为粒子所在的空间位

置, E为粒子能量, Ω为粒子运动的方向. µ(r,E)是

能量为E的粒子在r处的线性衰减系数, ϕ(r,E,Ω, t)

为相空间中 t时刻位置为r, 能量为E, 运动方向为Ω

的粒子通量, C(E′→E,Ω′→Ω, t′ |r)称为碰撞核, 其

物理意义是r处能量为E′、方向为Ω′的粒子, 在 t′单

位时间内发生碰撞并发射出一个能量在E附近单位

能量区间内、方向在Ω附近单位立体角空间内的粒

子的概率. 式中的积分区间为系统能量范围、4π立体

角、(0,∞)时间.

一般SPECT系统采集一帧图像需要的时间为几

十秒钟到几分钟, 与之相比, 从放射性药物注入人体

到辐射场建立的时间是非常短的, 而SPECT重建检

查中常用的放射性核素其衰变时间相比之下又长得多

(例如最常用的放射性核素 99mTc半衰期为6h), 且在

重建检查中人体的运动和放射性药物在人体中的分布

变化通常也可近似地忽略, 因此SPECT成像的过程

可看做是定态问题. 相应的定态方程为

S(r,E,Ω)+
∫∫

µ(r,E′)ϕ(r,E′,Ω′)×
C(E′→E,Ω′→Ω |r)dE′dΩ′ =

Ω •5ϕ(r,E,Ω)+µ(r,E)ϕ(r,E,Ω), (2)

其中

C(E′→E,Ω′→Ω|r)=
∫∞
0

C(E′→E,Ω′→Ω, t′|r)dt′.

(3)

方程(2)可化为等价的积分方程

ϕ(r,E,Ω)=
∫

V

S(r′,E,Ω)T (r′→ r|E,Ω)dV ′+
∫∫ ∫

V

ϕ(r′,E′,Ω′)µ(r′,E′)C(E′→E,Ω′→Ω |r′)×
T (r′→ r|E,Ω)dV ′dE′dΩ′, (4)

其中T (r′→ r|E,Ω)称为迁移核, 表示由r′发出的能

量为E、方向为Ω的粒子, 在未经碰撞的条件下在r

处引起的通量.

3 SPECT系统解析模型

SPECT系统建模的问题实质上就是在已知源项

S的条件下求解探测器平面上的通量ϕ (或ϕ的函数).

但方程(4)仅在一些特殊的几何条件下才能准确求解,

对一般问题需要采用数值解法. 事实上, 方程(4)存在

下列形式的Neumann级数解[1]:

ϕ(r,E,Ω)=
∑∞

m=0
ϕm(r,E,Ω),

ϕ0(r,E,Ω)=
∫

V

S(r′,E,Ω)T (r′→ r|E,Ω)dV ′,

ϕ1(r,E,Ω)=
∫

V

∫∫ ∫

V

S(r′′,E′′,Ω′′)×
T (r′′→ r′|E′′,Ω′′)×

µ(r′,E)C(E′′→E,Ω′′→Ω |r′)dV ′′dE′′dΩ′′×
T (r′→ r|E,Ω)dV ′,

· · · · · · (5)

对于SPECT诊断中常用的核素而言, 其发射的

光子能量范围一般为50—500keV, 在这个能量范围

内, 占主导地位的作用形式是康普顿散射, 其次是光

电吸收效应, 当光子能量较低时有可能发生瑞利散射,
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但其份额相比很小, 通常可以忽略. 因此其相应的迁

移核和碰撞核函数可以写成如下形式:

T (r′→ r|E,Ω)= exp
{
−

∫r

r′
µ(r∗,E)d|r∗|

}
×

1
(r′−r)2

δ

(
Ω− r′−r

|r′−r|
)

, (6)

以及

C(E′→E,Ω′→Ω |r)=
1
2π

1
µ(r,E)

ρe(r)×
dσ

dΩ
(E,θ)δ(Ω •Ω′−cosθ), (7)

式中散射角θ由下式决定

E′ =
E

1+
E

m0c2
(1−cosθ)

, (8)

其中m0c
2是电子静止质量,

dσ

dΩ
(E,θ)是康普顿微分

散射截面, 由Klein-Nishina公式给出

dσ

dΩ
(E,θ)= r2

0

1+cos2 θ

2
1

[1+α(1−cosθ)]2
×

[
1+

α2(1−cosθ)2

(1+cos2 θ)[1+α(1−cosθ)]

]
, (9)

其中r0 =2.818×10−15 m, α =
E

m0c2
.

在实际的SPECT图像采集过程中, 我们获得的

投影是离散化的数字图像{Pk}, 其每个像素值Pk都

是探测器平面上的光子通量ϕ在对应探测器单元Ak

上的积分. 除了光子在人体内部的作用过程外, 光子

在准直器上的作用过程也可以用方程(4)来描述, 但通

常可近似认为光子穿过准直器的概率只与其运动方向

有关, 而与入射位置无关, 因此可以用解析形式的准

直器空间响应函数CR(Ω)来描述[3]. 类似地, 也可以

认为光子在探测器的闪烁晶体内部的作用过程只与入

射光子能量和闪烁晶体特性有关而与位置无关, 因此

可用探测器能量响应函数ER(E)来描述[3]. 由此得到

Pk与通量ϕ的关系

Pk =
∫

Ak

∫∫
ϕ(r,E,Ω)CR(Ω)ER(E)cosξdEdΩds,

(10)

其中ξ是Ω与Ak所在平面的法向向量之间的夹角.

下面来考察人体中的放射源分布S(r,E,Ω). 大

多数情形下, SPECT使用的放射性核素放出的是单

能的γ光子, 且光子发射的过程是各向同性的, 设光子

的能量为E0, 则有

S(r,E,Ω)dV dEdΩ =
1
4π

S(r)δ(E−E0)dV dEdΩ,

(11)

根据实际SPECT图像采集和重建过程的需要,

将人体所在的空间区域离散化为多个立方体体

素(voxel), 每个体素Vi内的放射源分布用一个单一

的值Si代表. 我们近似认为放射源在每个体素内的分

布是均匀的, 即

S(r)≈
∑

i

Sibi(r), bi(r)=

{
1,r∈Vi

0,r 6∈Vi

, (12)

综合(5), (10), (11)和 (12)式, 且由于(10)式中的

CR(Ω)ER(E)cosξ是有界函数, 因此(5)式中的求和

符号和(10)式中的积分符号可交换. 最后得到SPECT

系统的解析模型:

Pk =
∞∑

m=0

P m
k ≈P 0

k +P 1
k ,

P 0
k =

∑
i

Si

∫

Vi

∫

Ak

CR(Ω)ER(E)×

cos(ξ)
4π|rdV −rds|2 exp

[
−

∫rdV

rds

µ(r,E)d|r|
]
dsdV,

P 1
k =

∑
i

Si

∑
j

∫

Vi

∫

Vsj

∫

Ak

ρe(rdVs
)
dσ(θ,E)

dω
×

CR(Ω)ER(E)
cos(ξ)

4π|rdV −rdVs |2|rdVs−rds|2×

exp

[
−

∫rdV

rdVs

µ(r,E)d|r|
]
×

exp
[
−

∫rdVs

rds

µ(r,E)d|r|
]
dsdVsdV. (13)

在此只近似取了级数的前两项, 这是因为级数中

的每一项分别对应经历不同散射次数的光子, 经历二

次及二次以上散射的光子由于能量较低, 因此进入探

测器预设的126—154keV光电峰能窗的概率很小, 因

此对投影数据的贡献可以近似地忽略.

4 解析模型的数值求解与结果验证

SPECT解析模型的主要计算量在于式(13)中的5

维和8维数值积分的计算. 采用拟蒙特卡罗高维数值

积分算法, 基于数论的Halton定理构造求积公式, 其

计算积分的收敛速度比经典的Romberg算法快一个

数量级以上
[3, 4]. 同时, 在式(13)的计算中需要对所有

体素对应的积分项求和, 由于体素划分的几何规律性,

在各积分项的计算过程中存在大量的重复计算. 因此

采用预计算和查找表技术
[3], 对于和人体内放射源分

布和物质分布无关的部分进行预计算并形成查找表,

在实际的计算过程中直接从查找表中读取相应的数值
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或通过插值计算相应数值, 从而避免重复计算, 并达

到计算量、空间存储需求和计算精度间的较好折衷.

为了验证SPECT解析模型的计算精度, 采用MC

程序Simset[5], MCNP4B和解析建模方法分别对点

源、均匀圆柱体水模型和NCAT模型进行SPECT

投影过程的计算并对结果进行比较. 其中均匀圆柱

体水模型采用高10cm、横截面直径10cm的圆柱体,

中间充满水(ρ = 1.00g/cm3), 点源放置于圆柱体的

几何中心上. 在MCNP程序中, 圆柱体的几何描述

是基于曲面方程实现的, 而在Simset程序和解析建

模方法中则将圆柱体所在空间划分为64× 64× 64

个0.5cm× 0.5cm× 0.5cm的立方体体素, 对每个体

素分别定义其物质组成、衰减系数和放射性活度.

为了模拟临床SPECT成像的过程, 我们采用模拟

人体真实组织和器官分布的NCAT模型[6], 同样将

空间划分为64× 64× 64个立方体体素, 每个体素的

尺寸为0.5cm× 0.5cm× 0.5cm, 并针对SPECT心肌

显像过程, 定义放射性活度分布和物质的衰减系数

分布如图2所示. 采用Simset和解析建模方法分别

计算其投影图像. 对两组模型我们模拟的准直器均

为低能通用型(LEGP)平行孔准直器, 准直器壁厚

0.025cm, 准直孔长度3.5cm, 准直孔直径为0.19cm,

准直器的前表面到探头旋转中心的距离为16cm. 针

对 99mTc产生的140keV光子, 模拟了固有空间分辨率

3.8mm(FWHM), 对140keV光子能量分辨率为9.7%

图 2 NCAT模型

(a), (c)为放射源分布; (b), (d)为衰减系数分布.

的NaI(Tl)闪烁探测器. 在采集投影数据时设置的能

窗为126—154keV的光电峰能窗, 只有入射到探测器

平面上且能量落在该区间内的光子才被记录下来.

5 计算结果与讨论

图 3为点源/均匀水模型成像的计算结果. 其

中, 图 3(a)是解析模型计算得到的 64 × 64投影图

像, 在图上所示的位置取剖面, 在图3(b)中对Sim-

set, MCNP4B和解析建模方法计算的该剖面上各个

像素中的归一化计数值进行了比较. 其中, 解析建模

方法直接计算得到各像素上的探测概率, 而Simset,

MCNP4B分别以模拟的光子总数(各模拟了2×109个

光子) 进行归一化得到探测概率. 还以MCNP程序计

算的结果作为标准, 取MCNP投影图像上满足统计误

差不大于5%的像素点作为有效像素点 (共21个), 计

算这些像素点上各种方法计算得到的计数值之间的

平均相对偏差, 得到MCNP与Simset所得结果之间的

平均相对偏差为9.12%, 而MCNP与解析建模方法之

间的平均相对偏差为5.72%. 由于两组MC程序模拟

的结果均受到统计涨落的影响, 因此在计算其相对偏

差时将出现两组独立的统计噪声相互叠加, 从而导致

较大的平均相对偏差. 而解析模型的优势在于其结果

不受统计噪声的影响, 因而平均相对偏差较小. 在图

3(b)中的Simset和MCNP4B计算结果均包含了各次

散射光子的贡献, 而解析建模方法的结果只考虑了二

次以下的散射光子. 从各组结果的比较中可以看到这

样的近似是足够精确的.

图 3 点源/均匀水模型的计算结果

图4是NCAT模型成像的计算结果. 由于物质和

放射源分布的几何条件非常复杂, 采用解析方式描述

几何条件的MCNP程序难以实现NCAT模型的模拟,

因此只采用Simset程序进行MC计算, 并给出了分别

模拟不同光子数目所得到的投影图像与解析模型计

算所得到的投影图像. 其中图4(a)—(d)分别为Simset
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模拟2× 108光子、Simset模拟4× 109光子、解析模

型和Simset模拟1.6× 1011光子的结果. 在图上所示

的位置取剖面, 图4(e)中给出了各组结果在该剖面上

的归一化计数值 (以(d)的结果作为标准, (a)—(c)各组

数据分别乘以归一化因子800, 40和1.6×1011. 在投

影图像 (d)中模拟了极大量的光子, 因此认为其结果

受噪声的影响是可以忽略的, 将其作为标准图像, 分

别计算投影图像 (a)—(c)相对于 (d)的归一化均方偏

差(NMSE)值. NMSE值的定义如下:

NMSE=
1

N−1

√√√√
N∑

i=1

(
f(i)
f
− f0(i)

f0

)2

, (14)

其中f是待比较的图像, f0是标准图像, f和f0分别

是两幅图像中所有像素的计数值均值, N是图像中的

像素个数.

图 4 NCAT模型的计算结果

表1给出了各组数据的NMSE值和计算时间, 其

中解析模型 (c)的计算时间包括预计算时间 (2.09h)和

投影计算时间 (0.62h)两部分. 对同一套系统, 只要成

像条件不变, 预计算只需要进行一次, 计算不同的源

分布时实际需要的只是后一部分时间. 从图4(e)的剖

面数据和表1可以看到, 解析模型结果 (c)实际的计算

时间与MC模拟结果 (a)接近, 而其计算精度比MC模

拟结果 (b)还要好. 这说明解析建模方法的计算速度

和精度综合性能要优于Simset程序.

表 1 各组投影图像的指标比较

投影图像 模拟光子数目 计算时间/h NMSE值

(a) 2×108 0.60 0.005971

(b) 4×109 12.02 0.001844

(c) 解析模型 2.09 + 0.62 0.001163

(d) 1.6×1011 约480 —

6 讨论与结论

本文根据Boltzmann输运方程及其Neumann级

数解理论, 研究了SPECT系统成像过程的建模问

题, 提出了SPECT解析建模公式并进行了数值求解.

本质上讲, 解析建模方法和MC方法都是对相应的

Boltzmann输运方程进行求解, 但解析建模方法是针

对SPECT成像过程的特点而提出的, 对光子在人体

内、准直器器壁上和探测器内的输运过程可分别采

用不同的建模方法. 同时由于SPECT采集到的是离

散化的数字图像, 在解析建模方法中对投影空间和放

射源分布空间进行了相应的离散化. 与通用的MC方

法相比, 解析建模方法虽然在通用性和灵活性上有所

限制, 但是从临床实用的角度讲, 解析建模方法具有

更好的针对性和更高的效率. 模型实验的结果表明解

析建模方法在达到同样的计算精度时, 其计算速度要

明显快于现有的MC程序. 与MC方法相比, 解析建模

方法还具有不受统计噪声影响的优点. 将SPECT解

析建模方法应用于临床SPECT断层图像重建算法中,

可以快速、有效地对SPECT成像过程中的多种劣化

因素同时进行校正, 有利于改善SPECT图像质量和

定量精度, 提高诊断的准确率.
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Analytical System Modeling Method for SPECT Based on the

Boltzmann Transport Equation *

MA Tian-Yu1) JIN Yong-Jie2)

(Department of Engineering Physics, Tsinghua University, Beijing 100084, China)

Abstract In single photon emission computed tomography (SPECT), accurately modeling of the physics of SPECT

imaging process is essential to degrading factor compensation and image quality enhancement. In this paper, an analyt-

ical SPECT modeling method is proposed based on the theory of the Boltzmann transport equation and its Neumann

series solution. The analytical model was numerically evaluated using high dimensional integration algorithm based on

number theory. SPECT projection images for both uniform cylinder phantom with point source and NCAT phantom

were calculated and compared with those which were generated by conventional Monte-Carlo modeling methods. Re-

sults show that the analytical modeling method demonstrates improved performance in computation accuracy and speed

relative to the Monte-Carlo method, as well as the advantage that the computational results of the analytical method

are free from statistical noise. Therefore, we conclude that the analytical method is more appropriate for modeling the

SPECT imaging process than Monte-Carlo modeling methods.

Key words SPECT, particle transport equation, system modeling, high dimensional integration, Monte Carlo method
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