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Abstract: Mass spectra and wave functions of the doubly heavy baryons are computed assuming that the two heavy
quarks inside a baryon form a compact heavy ‘diquark core’ in a color anti-triplet, and bind with the remaining light
quark into a  colorless  baryon.  The two reduced two-body problems are described by the relativistic  Bethe-Salpeter
equations  (BSEs)  with  the  relevant  QCD  inspired  kernels.  We  focus  on  the  doubly  heavy  baryons  with    heavy
diquark cores. After solving BSEs in the instantaneous approximation, we present the mass spectra and the relativist-
ic wave functions of the diquark cores, and of the low-lying baryon states   and   with flavors  , 
and  . A comparison with other approaches is also made.
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1    Introduction
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The LHCb  collaboration  recently  reported  an   obser-
vation  of  the  doubly  charmed  baryon    in  the

 decay channel, where the mass and lifetime of
the baryon are determined as   GeV [1] and 0.256 ps
[2]. A systematic theoretical research of the kindred bary-
ons  (doubly  heavy  baryons)  thus  became  imperative.  In
addition, LHCb also reported observations of five narrow
  excited  baryons  in  2017  [3]  and    in  2018  [4].  In

most  theoretical  models,  the  mass  of  the  doubly  heavy
baryon   is predicted to be in the range   GeV
[5-18].  The  mass  splitting  between    and    is  pre-
dicted  to  be  several  MeV  due  to  the  mass  difference  of
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the  light  quarks    and  .  The  predicted  mass  in  lattice
QCD  is  about  3.6  GeV  [19-21],  which  is  quite  close  to
the  LHCb observation.  The  lifetimes  of    and    are
predicted to be quite long,   and   fs [22-
25], respectively. The LHCb measurement of   is very
close to the lower limit of the theoretical predictions. It is
expected  that  more  information  about  the  doubly  heavy
baryon(s) will be available in the near future.

Compared  with  mesons,  baryons  as  three-quark
bound states are much more complicated. However, for a
doubly  heavy  baryon,  the  two  heavy  quarks  involved
move relatively slowly, and are strongly bound with each
other  forming  a  color  anti-triplet  diquark  core5).  Thus,  it
is  reasonable  to  reduce  the  three-body  problem  to  two
two-body  ones.  Due  to  the  Pauli  principle,  the  baryon
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5) According to QCD and color confinement, the gluon exchange interaction between two quarks is attractive only when they are in a color anti-triplet. Moreover
only in a color anti-triplet the diquark can combine with a third quark to form a colorless baryon. Thus throughout this work the diquark cores are meant to be in a color
anti-triplet, i.e. the color part of the diquark-core wave function is always anti-symmetric.
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wave functions must  be totally anti-symmetric  under the
interchange of any two quarks. For the diquark core with
an even orbital angle momentum  , the spin-flavor part
of the wave function must be symmetric. Hence,   and

  diquarks  in  the  ground  state  ( -wave)  must  have
,  while    diquark,  carrying  different  flavors,

may have   or  .  In  this  work we focus on   or
 baryons with   doubly heavy diquark cores ( ,   or
);    baryons  with      diquark,  e.g.    and  ,

will be presented elsewhere.
Based on  the  above,  we  reduce  the  three-body  prob-

lem of the doubly heavy baryons to two two-body prob-
lems.  We first  deal  with diquark cores in the framework
of the  Bethe-Salpeter  equation  (BSE)  with  the  QCD  in-
spired kernel.  In  the  so-called  instantaneous   approxima-
tion,  we  solve  the  corresponding  three-dimensional
(Bethe-)Salpeter equation, and obtain the diquark spectra
and wave functions. The second step is to establish a BSE
for the diquark core and the remaining light quark, where
the structured  diquark  effects  in  the  BSE  kernel  are   de-
scribed by  the  appropriate  form  factors.  The   instantan-
eous approximation is also used to solve the baryon BSE.
In  this  scheme,  both  steps  deal  only  with  two-body
(Bethe-)Salpeter equations. In fact, a similar strategy was
adopted  in  Refs.  [26-39]  but  with  different  methods  and
approximations. It is known that the BSE framework can
be successfully  used  to  study  the  two-body  meson   sys-
tems,  e.g.  the  mass  spectra  [40,41],  hadronic  transitions
and  electro-weak  decays  [42-48]. A  widespread   agree-
ment between the theoretical predictions and experiment-
al  observations  has  been  achieved.  Our  main  motivation
in this work is to push the BSE approach further,  and to
develop  a  precise  and  systematic  method  for  describing
the doubly heavy baryons.
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The paper  is  organized as  follows.  In  Sec.  2,  we de-
scribe the   diquark BSE in the instantaneous approxim-
ation,  solve  the  mass  spectra  and  wave  functions,  and
then compute  the  diquark  form  factors  in  the   Mandel-
stam  formulation.  In  Sec.  3,  we  derive  the  three-dimen-
sional diquark-quark (Bethe-)Salpeter equation, and solve
the  mass  spectra  and  wave  functions  of  baryons  with

  and  .  In  particular,  the  diquark-core  form
factors play an important role in determining the BS ker-
nel for the baryons. In Sec. 4,  we discuss the results ob-
tained, and compare them with the other sources. Finally,
we provide a brief summary of this work.

2    Bethe-Salpeter  equation  for  a  heavy
diquark core and the relevant form factor

2.1    Interaction kernel

Since  the  QCD  inspired  interaction  kernel  for  the
doubly heavy diquark core has the same origin as for the

doubly heavy mesons, we briefly review the latter first. In
this work, it is assumed that the instantaneous approxima-
tion (IA) works well since the systems considered always
involve a  heavy quark.  In IA,  the kernel  has no depend-
ence on  the  time  component  of  the  exchanged   mo-
mentum,  and  can  be  expressed  as  a   ‘revised  one-gluon
exchange’

iKM(q) ≃ iVM(q⃗)γα⊗γα = i
[
VG(q⃗)+VS(q⃗)

]
γα⊗γα, (1)

VG(q⃗)
VS(q⃗)

where    is  the  usual  one-gluon  exchange  potential
and    is  a  phenomenological  screened  potential,
which behave in the Coulomb gauge as [49]:

VG(q⃗) = −4
3

4παs(q⃗)
q⃗2+a2

1

,

VS(q⃗) =
(2π)3δ3(q⃗)

(
λ

a2
+V0

)
− 8πλ

(q⃗2+a2
2)2

 , (2)

4
3 a1(2)

VS(q⃗)

λ a2

V0

VS

VG αs

where   is the color factor;   is introduced to avoid di-
vergence  in  the  region  of  small  transfer  momenta;  the
screened  potential    is introduced  on   phenomenolo-
gical  grounds and is  characterized by the  string constant
  and  the  factor  .  This  potential  originates  from  the

famous  Cornell  potential  [50,51],  which  expresses  the
one-gluon exchange Coulomb-type potential at short dis-
tance, and a linear growth confinement potential at large
distance.  In  order  to  incorporate  the  screening  effects
[52,53],  the  confinement  potential  is  modified  in  the
above form [54-56],  where    is a  constant  fixed by  fit-
ting the data. Note that a screened potential containing a
time-like  vector  has  been  widely  used  and  discussed  in
many  works  [57-61],  and  gives  a  good  description  of
meson systems. Here, we assume that   also arises from
the  gluon  exchange  and  hence  carries  the  same  color
structure  as  .  The  strong coupling  constant   has  the
form,

αs(q⃗) =
12π

(33−2N f )
1

ln

a+ q⃗2

Λ2
QCD

 ,
ΛQCD N f

a = e
VM(q⃗)

where    is  the  scale  of  the  strong  interaction,    is
the active flavor number, and   is a constant regulator.
For later convenience, we split   into two parts,

VM(q⃗) = (2π)3δ3(q⃗)VM1+VM2(q⃗), (3)
VM1 VM2

q⃗
where   is a constant and   contains all dependence
on  , i.e.,

VM1 ≡
λ

a2
+V0, VM2(q⃗) ≡ − 8πλ

(q⃗2+a2
2)2
− 4

3
4παs(q⃗)
q⃗2+a2

1

. (4)

4
3 − 2

3

To construct the BSE kernel for a diquark, we need to
transform  the  anti-fermion  line  into  the  fermion  one  by
charge conjugation. Considering that the quark-antiquark
pair  in a  meson is  a  color  singlet,  while the quark-quark
pair  inside  a  baryon  is  a  color  anti-triplet,  and  thus  the
corresponding  color  factors  are    and  ,  the  kernel  for
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the diquark core is simply assumed to be,

iKD(q⃗) = −1
2

iVM(q⃗)γα⊗ (γα)T.

Ξ++cc

1
2

α = 0 γα⊗γα
α = 1,2,3

v ∼ | p⃗|M

The   ‘half  rule ’  used  here  is  widely  adopted  in  previous
works involving baryons and quark-quark bound systems
[8,9,22].  It  is  exact  in  the  one-gluon  exchange  limit  and
has been found to work well in the measurements of the

  mass. Its  successful  extension  beyond  weak   coup-
ling implies that the heavy quark potential factorizes into
a color-dependent and a space-dependent part, where the
latter  is  the  same  for  quark –quark  and  quark –antiquark
pairs. The relative factor   then results from the color al-
gebra,  just  as  in  the weak-coupling limit  [62].  Also note
that for heavy quarks,  compared with the temporal  com-
ponent  ( )  of  the  vector-vector    interaction
kernel, the spatial components ( ) are suppressed
by a factor  , and will be ignored in numerical calcu-
lations.  This  is  also  consistent  with  the  analysis  in  Ref.
[63].

2.2    The Bethe-Salpeter equation for the heavy diquark
core

We  briefly  review  the  Bethe-Salpeter  equation  for
mesons,  as  shown  in Fig.  1(a),  which  in  the  momentum
space reads

ΓM(p, s) =
∫

d4u
(2π)4 iKM(s−u)[S (s1)ΓM(p, s)S (−s2)], (5)

ΓM S (s1) S (−s2)

ψM(p, s) ≡ S (s1)ΓM(p, s)S (−s2)
s u

where   denotes the BS vertex;   and   are the
propagators of the quark and antiquark, respectively. The
corresponding  BS  wave  function  is  defined  as

. The  quark  internal   mo-
menta   and   are defined respectively as

s = λ2s1−λ1s2, u = λ2u1−λ1u2,

λi ≡ µi

µ1+µ2
(i = 1,2) µiwhere    and    is  the  constituent  quark

mass. The BSE normalization condition can be generally
expressed as

−i
∫ ∫

d4s
(2π)4

d4u
(2π)4Tr ψ̄M(p, s)

∂

∂p0

[
I(p, s,u)

]
ψM(p,u)=2p0,

I(p, s,u) = S −1(s1)S −1(−s2)(2π)2δ4(s−u)− iKM(p, s,u).
(6)

As shown in Fig. 1(b), by performing the charge con-
jugation  transformation,  the  Bethe-Salpeter  equation  for
the diquark cores reads

Γc(p, s) = i
∫

d4u
(2π)4 Kc(s−u)[S (s1)Γc(p, s)S (−s2)], (7)

Γc ≡ ΓDC−1 C ≡ iγ2γ0

ΓD

Kc = 1
2 KM

ψc(p, s) ≡ S (s1)Γc(p, s)S (−s2)

where  , and   denotes the charge con-
jugation  operator;    is  the  diquark  vertex;  and

.  Similarly,  the  diquark  BS  wave  function  can
be defined as  .  Note that Eq.
(7) and Eq. (5) have exactly the same form, the only dif-
ference  being  that  the  diquark  bound  strength  is  halved
due  to  the  color  factor.  Therefore,  Eq.  (7)  can  be  easily
solved to  obtain  the  mass  spectra  and wave functions  of
the diquark cores.

1+2.3    The Salpeter equation and wave function for the 
diquark core

(bc)
S JP = 1+

0+ (cc) (bb) JP = 1+

1+ (cc) (bc) (bb)

φc(p, s⊥) ≡ i
∫ dsp

2π ψ
c(p, s) sp = s · p̂ s⊥ = s− sp p̂

p̂ = p
µ

As  pointed  out  in  the  Introduction,  according  to  the
Pauli  principle,  the  heavy  diquark  core    in  a  color
anti-triplet in the ground state ( -wave) may have 
or  ,  while    and   can  only  have  .  In  this
work,  we  restrict  to    diquark  cores  ,    and  .
Following  the  standard  procedure  in  Ref.  [64],  we
define  the  three-dimensional  Salpeter  wave  function

, where  ,  , and
. We can then obtain the three-dimensional Salpeter

equation as
µφc(p, s⊥) =(e1+ e2)Ĥ(s1⊥)φc(s⊥)

+
1
2

[
Ĥ(s1⊥)W(s⊥)−W(s⊥)Ĥ(s2⊥)

]
,

(8)

µ ei =

√
µ2

i − s2
i⊥ (i = 1,2)

Ĥ(si⊥) ≡ 1
ei

(
sαi⊥γα+

µi)γ0 ei

W(s⊥) ≡ γ0Γc(p, s⊥)γ0

where    is  the  bound  state  mass; 
denotes  the  quark  kinematic  energy; 

  is  the  usual  Dirac  Hamilton  divided  by  ;
  is  the  potential  energy;  and  the

three-dimensional vertex is expressed as

Γc(p, s⊥) =
∫

d3u⊥
(2π)3 Kc(s⊥−u⊥)φc(p,u). (9)

We  also  obtain  the  constraint  condition  for  the  Salpeter
wave function as

p p2 = µ2 µ

s1(2) u1(2)

Fig. 1.    (color online) BSE of a meson and a diquark.   denotes the bound state momentum, and  , where   is the bound system
mass;   and   are the quark (antiquark) momenta. The blue roman letters denote the Dirac indices.
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Ĥ(s1⊥)φc(s⊥)+φc(s⊥)Ĥ(s2⊥) = 0, (10)
Accordingly,  the  normalization  condition  becomes∫

d3 s⃗
(2π)3 Tr φc†(p, s⊥)Ĥ(s1⊥)φc(p, s⊥) = 2µ. (11)

JP = 1+

Since  a  diquark  consists  of  two  quarks,  its  parity  is
just the opposite of its meson partner. The wave function
of the diquark with   can then be decomposed as

φc(1+) =e · ŝ⊥
(

f1+ f2
̸p
µ
+ f3
̸s⊥
s
+ f4
̸p ̸s⊥
µs

)
+ i
ϵαps⊥e

sµ
γα

(
f5
̸p̸s⊥
µs
+ f6
̸s⊥
s
+ f7
̸p
µ
+ f8

)
γ5,

(12)

s =
√
−s2
⊥ ŝ⊥ =

s⊥
s e

eαpα = 0
fi (i = 1,2, · · · ,8)

where   and  ;    is the polarization vector
fulfilling the  Lorentz  condition  .  Note  that  there
are eight radial wave functions  , but only
four  are  independent  due  to  the  constraint  condition  Eq.
(10), i.e.,

f1 = −A+ f3, f4 = −A− f4, f7 = A− f5, f8 = A+ f6, (13)

A± ≡ s(e1±e2)
µ1e2+µ2e1

JPC = 1
where  .  Note  that  the  meson wave functions
with   share the form of Eq. (12). Inserting the de-
composition  into  Eq.  (8)  and  taking  the  Dirac  trace,  we
obtain four  coupled  eigenvalue  equations,  which  are   ex-
plicitly given in Appendix A.1. The normalization is then
simply expressed as,∫

d3 s⃗
(2π)3

8e1e2

3µ(µ1e2+µ2e1)
[
f3(s) f4(s)−2 f5(s) f6(s)

]
= 1. (14)

Solving  the  coupled  equations  numerically,  the  mass
spectra and  wave  functions  of  the  diquark  cores  are   ob-
tained. The parameters

a = e = 2.7183, λ = 0.21 GeV2,

ΛQCD = 0.27 GeV, a1 = a2 = 0.06 GeV,

and the constituent quark masses

mu = 0.305 GeV, md = 0.311 GeV, ms = 0.5 GeV,
mc = 1.62 GeV, mb = 4.96 GeV

V0

V0 1+ (cc)
J/ψ

V0 = −0.221 GeV 1+ (cc) V0 = −0.147 1+ (bc)
V0 = −0.026 1+ (bb)

JP = 1+ (cc)
f2 = f7 = 0

used in this work are the same as in previous studies and
are determined by fitting to the heavy and doubly heavy
mesons  spectra  [41,43-48].  The  free  parameter    in  the
diquark  system is  fixed  by  fitting  the  mass  of  its  meson
partner  to  the  experimental  data,  e.g.    of  the   
diquark  is  determined  by  .  In  this  work,  we  use

 for    ,   GeV for    ,
and    GeV  for    .  The  obtained  mass
spectra  are  listed  in  Table  1, and  the  radial  wave   func-
tions  of      diquark  core,  as  an  example,  are
shown in Fig. 2, where   are omitted.

The wave functions of the diquark cores at the origin
are very useful in many applications, and are defined as

ψ(x⃗) |x⃗=0⃗=

∫
d3 s⃗

(2π)3φ
c(p, s⊥) ≡ ψV ̸e+ψT ̸e ˆ̸p, (15)

ψV ψTwhere   and   are  related  to  the  Salpeter  radial  wave
functions by

ψV = −
1
4

∫
d3 s⃗

(2π)3 Tr φc(|s⃗|) ̸e = −1
3

∫
d3 s⃗

(2π)3 ( f3+2 f5),

ψT = −
1
4

∫
d3 s⃗

(2π)3 Tr φc(|s⃗|) ˆ̸p ̸e = +1
3

∫
d3 s⃗

(2π)3 ( f4−2 f6).

ψV ψTThe obtained numerical values of   and   are listed in
Table 2.

(cc) JP = 1+Fig. 2.    (color online) Radial wave functions of the   diquark core with  .
 

JP = 1+ (cc)
(bc) (bb)

Table 1.    Mass spectra of   color anti-triplet diquark cores  ,
 and  , in units of GeV.

nDLD 1S 2S 1D 3S

(cc)   3.303   3.651   3.702   3.882

(bc)   6.594   6.924   6.980   7.142

(bb)   9.830 10.154 10.217 10.361
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2.4    The  form  factor  of  the  diquark  core  coupling  to  a
gluon

In  BSEs  for  mesons  or  diquarks,  the  constituent
quarks  (antiquarks)  are  point-like  particles.  But  in  BSEs
for baryons in terms of quarks and diquarks, the structure
of  the  non-pointlike  diquarks  has  to  be  considered.  The
coupling between diquarks and gluons is modified by the
form factor. Thus, we discuss in this subsection the relev-
ant form factors in the Mandelstam formulation.

Σαβµ

σi(i = 1,3,5)

The Feynman diagrams of  the  doubly  heavy  diquark
core  coupling  to  a  gluon  are  shown  in Fig.  3.  Since  the
coupling  vertex    is  conserved  as  the   ‘vector  current
matrix element ’,  it  can  be  decomposed  into  three   inde-
pendent form factors   as
Σαβµ =−σ1(t2)gαβ(p+ p′)µ+σ3(t2)(pβgαµ+ p′αgβµ)

+σ5(t2)p′αpβ(pµ+ p′µ),

σi

t2 ≡ (p− p′)2

p0 = p′0 t2 = (p⊥− p′⊥)2

σ3 σ5

σ1

σ1

where    only  depend  on  the  transfer  momentum
. Note  that  in  the  instantaneous   approxima-

tion,    and  hence    is  always  space-
like.  Considering  that  the  contributions  of    and    to
BSEs of baryons is small compared with  , we keep the
dominant   only, and omit the subscript for simplicity.

In view of the Feynman diagrams in Fig. 3, the form
factor consists of two terms

Σαβµ =
1
2

(
Σ
αβµ
1 +Σ

αβµ
2

)
, (16)

1
2

σ(t2) = 1
t2 = 0

Σ
αβµ
1

where  the  factor    is  due to  the  normalization condition,
and guarantees that the form factor   at zero trans-
fer momentum ( ). Explicitly, for example, the amp-
litude   corresponding to Fig. 3(a) reads

Σ
αβµ
1 =−

∫
d4s

(2π)4 Tr Γ̄βc(p′, s′)S (s1)Γαc (p, s)S (−s2)γµS (−s′2)

≃
∫

d3 s⃗
(2π)3 Tr φ̄βc(p′, s′⊥)γ0φαc (k1, s⊥)γµ,

s0

Σ
αβµ
2 = Σ

αβµ
1 (µ1⇌ µ2)

where  the  contour  integration  over    is  performed  and
only the dominant contribution is kept. The amplitude of
Fig.  3(b)  can  be  easily  obtained  from  the  relation

 with  .
1+

σ 1+ (cc)

σ

Inserting the   Salpeter  wave function Eq.  (12)  into
Eq.  (16),  we  obtain    for      diquark  in  the  ground
and  first  excited  states,  which  are  shown  in  Fig.  4.  For
convenience,  we  parameterize  the  obtained  numerical
form factor   as

σ(t2) = Aeκ1t2

+ (1−A)eκ2t2

. (17)
A = 0.162, κ1 = 0.109, κ2 = 0.312For  example,  we  obtain 

for the ground state.

3    Doubly heavy baryon as the bound state of
the diquark core and a light quark

1+

JP = 1
2
+ 3

2
+

In  this  section,  we  first  construct  the  Bethe-Salpeter
equation  of  the    diquark  core  and  a  light  quark,  and
then derive  the  three-dimensional  (Bethe-)Salpeter  equa-
tion in the instantaneous approximation. Finally, we com-
pute  the  mass  spectra  and  wave  functions  for  baryons
with the quantum numbers   and  .

1+
3.1    The  Bethe-Salpeter  equation  of  a  baryon  with  the

 heavy diquark core

1+The  BS  equation  for  a  baryon  with  the    heavy
diquark  core  is  schematically  depicted  in  Fig.  5,  which
can be expressed using the matrix notation as

Γα(P,q,r) =
∫

d4k
(2π)4 (−i)Kαβ(p1,k1; p2,k2)

×
[
S (k2)Γγ(P,k,r)Dβγ(k1)

]
, (18)

Fig. 3.    (color online) The vertex diagram of the diquark core coupling to a gluon.
 

1+

(cc) (bc) (bb)
Table  2.      Wave  functions  at  the  origin  for  the  ground  states  of 
diquark cores  ,   and   (in GeV2).

diquark cores (cc) (bc) (bb)

ψV 0.155 0.299 0.618

ψT −0.144 −0.287 −0.600
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Γα(P,q,r) P
P2 = M2 M

r (−i)K(p1,k1; p2,k2)

Dβγ(k1) = i−gβγ+pβ

1 pγ

1/m
2
1

p2
1−m2

1+iϵ
m1

q k

where    is  the  BS vertex  of  the  baryon;    is  the
baryon  momentum  with    ,  and    the  baryon
mass;    is  the  baryon  spin  state;    rep-
resents the effective diquark-quark interaction kernel; and

 is the free diquark propagator (axial-
vector  particle)  with  mass  .  We  do  not  consider  here
the  self-energy  correction  of  the  doubly  heavy  diquark.
The internal momenta   and   are defined as

q = α2 p1−α2 p2, k = α2k1−α1k2, (19)

αi =
mi

m1+m2
m2

P r
Γα(P,q,r)

where  ,  and    represents  the  constituent  mass
of the third quark. In the following, the symbols   and 
in the BS vertex   are omitted unless it  is neces-
sary.

In terms of the diquark form factor, the baryon effect-
ive interaction kernel can be simply expressed as

(−i)Kαβ(p1,k1; p2,k2) = −iVM(k−q)Σαβµγµ.

Σαβµ = σ(t2)gαβhµ h = k1+ p1

In principle,  the form factors  must  be calculated for  off-
shell diquarks. In this work, we simply generalize the on-
shell form factors obtained in the previous section to the
off-shell  ones,  namely,    and  .
Note that the diquark-quark potential is now modified by
the form factor,  which reflects the structure effect  of the
non-pointlike diquark.

Bα(P,q)The  BS wave  function   of  the  baryon  can  be

defined as
Bα(P,q) = S (p2)Dαβ(p1)Γβ(P,q), (20)

PαBα(P,q) = 0with the constraint condition  . Accordingly,
the normalization condition can be expressed as,

−i
∫ ∫

d4q
(2π)4

d4k
(2π)4 B̄α(q, r̄)

∂

∂P0

[
Iαβ(P,k,q)

]
Bβ(k,r)=2Mδrr̄,

(21)
Iαβ(P,k,q)where the operator   has the following form,

Iαβ(P,k,q) =S −1(p2)D−1
αβ(p1)(2π)2δ4(k−q)

+ iKαβ(p1,k1; p2,k2). (22)

3.2    BSE of  the  doubly heavy baryons in  instantaneous
approximation

h0 = 2(α1M+qP) qP M

h0

In  the  instantaneous  approximation,  the  factor
 explicitly depends on   and   , which

is  different  from the  case  of  mesons  or  diquarks.  As  we
will see, the factor   plays an important role in the deriv-
ation of the three-dimensional Salpeter equation for bary-
ons.  First,  we  introduce  the  instantaneous  baryon  kernel
as

K(k⊥−q⊥) = σ(t2)VM(k⊥−q⊥)γ0,

Kαβ(p1,k1) = h0gαβK(q⊥− k⊥)so  that  we  have  .  We  now

1+ (cc)Fig. 4.    (color online) Form factor of the     diquark core coupling to a gluon.
 

P, p1(k1), p2(k2)
Fig. 5.    (color online) The Bethe-Salpeter equation for a baryon based on the diquark model. The Greek (red) letters are the Lorentz
indices; the Roman (blue) letters are the Dirac indices.   denote the momenta of the baryon, heavy diquark and the third
light quark, respectively.
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define the baryon Salpeter wave function as

φα(q⊥) ≡ −i
∫

dqP

2π
Bα(q),

Pαφα = 0with the constraint condition  .
The baryon BS wave function can be expressed as

Bα(q) = h0S (p2)Dαβ(p1)Γβ(q⊥), (23)

Γa(q⊥)where  the  three-dimensional  vertex    is  expressed
by the Salpeter wave function as

Γα(q⊥) ≡
∫

d3k⊥
(2π)3 K(k⊥−q⊥)φα(k⊥). (24)

Pαφα(P) = 0
Dαβ(p1) P

Dαβ(p1)

Due to the constraint condition  , the compon-
ents  of    parallel  to    vanish. Hence,  we  can   re-
write   as

Dαβ(p1) = i
ϑαβ

p2
1−m2

1+ iϵ
, ϑαβ ≡ −gαβ+

pα1⊥pβ1⊥
m2

1

.

i pα
1 pβ

1/m
2
1

p2
1−m2

1
Note  that  in  Ref.  [27],  the  term    is simply   neg-
lected.

qP

1+

We  follow  Salpeter's  method  from  Ref.  [64].  Per-
forming the contour integral over   on both sides of Eq.
(23) (see Appendix A.2 for details), we finally obtain the
Schrödinger-type  Salpeter  equation  for  baryons  with 
diquark cores as

Mφα(q⊥) = (ω1+ω2)Ĥ(p2⊥)φα(q⊥)+ Ĥ(p2⊥)γ0ϑαβΓβ(q⊥),
(25)

Mwhere the baryon mass   behaves as the eigenvalue. The
first term expresses the contribution of the kinetic energy,
and the second term of the potential energy. The normal-
ization condition can be expressed as (see Appendix A.3
for details)∫

d3q⊥
(2π)3 φ̄α(P,q⊥, r̄)γ02

(
α1MĤ(p2⊥)+ωq

)
×dαβφβ(P,q⊥,r) = 2Mδrr̄, (26)

ωq ≡ α2ω1−α1ω2 dαβ ≡ −gαβ− pα
1⊥pα

1⊥
ω2

1
with   and  .

JP = 1
2
+ 3

2
+

3.3    The  Salpeter  wave  functions  for  baryons  with
 and 

JP

D

In  this  subsection,  we  construct  the  baryon  wave
functions  directly  from  the  good  quantum  number  .
The  -wave components are then automatically included
and  the  possible  S-D  mixing can  also  be  obtained   dir-
ectly by solving the corresponding BSE.

L = 0 L
1+

1
2
+ ( 1

2 ,
3
2 )+

JP = 1
2
+

For  ground  states  with  ,  where    denotes  the
diquark-quark orbital  angular momentum, the   diquark
and the   quark can form a baryon doublet  .  The
wave function of   baryon, analyzing its total angu-
lar momentum and the Lorentz and Dirac structures, can

be decomposed it as

φα(P,q⊥,r) =
(
g1+g2

̸q⊥
q

)
ξ1αγ

5u(P,r)

+

(
g3+g4

̸q⊥
q

)
q̂⊥αγ5u(P,r) = Aαu(P,r),

(27)
Aα

ξ1α = (γα+
Pα

M ) q =
√
−q2
⊥

gi (i = 1,2,3,4) q u(P,r)
P r
φ̄α(P,q⊥,r) = φ†αγ0

g1 g2

g3 g4

P D
JP = 1

2
+

1
2
+

where  we  defined    so  as  to  factor  out  the  spinor;
,  and  ;  the  radial  wave  functions
 explicitly depend on  ;   is the Dirac

spinor with momentum   and spin state  . The conjuga-
tion  is  defined  as  usual  .  Note  that  in
Ref. [34] only   and   are included. In fact, the full Sal-
peter wave function should have four independent terms.
The   ‘small  components ’     and    correspond  respect-
ively to the  - and  -wave components,  and play a cer-
tain  role  in  the  exact  solutions  for    baryons.  In
particular,  they  are  important  for  the  excited  states.  To
see  the  partial-wave  components  clearly,  we  rewrite  the
Salpeter  wave  function  of    baryon  in  terms  of  the
spherical harmonics,

φα =C0Y0
0

(
g1ξ1α−g4

γα
3

)
γ5u+C1

(
Y0

1Γα3−Y−1
1 Γα+−Y1

1Γα−
)

×γ5u+C2g4

[
Y−2

2 gα+γ+−Y−1
2

(gα3γ++gα+γ3)
√

2

+Y0
2

(gα+γ−+gα−γ++2gα3γ3)
√

6

−Y1
2

(gα3γ−+gα−γ3)
√

2
+Y2

2 gα−γ−

]
γ5u,

(28)

C0 = 2
√
π C1 =

1√
3
C0

C2 =

√
2
15C0 γ± = ∓ 1√

2
(γ1± iγ2) Γα± = ∓ 1√

2
(Γα1± iΓα2)

Γαi ≡ (g2γiξ1α+g3gαi) i = 1,2,3;gα± = ∓ 1√
2

(gα1±
igα2) gαβ Ym

l

where  the  coefficients  are  ,  ,  and
;  ;  ,

and   with   
, where   denotes the Minkowski metric tensor; 

are the usual spherical harmonics.

1
2
+

S P D g1
S g2 g3 P

g4 S D

From the above decomposition Eq. (28), we conclude
that the Salpeter wave function of   baryon contains the
-,  -, and  -wave components. The   part corresponds

to the  -wave;   and   parts correspond to the  -wave;
and    contributes  to  both  the  -  and  -wave  compon-
ents. The numerical details are presented in the next sec-
tion.

With the wave function of Eq. (27), the Salpeter equa-
tion Eq. (25) can be expressed as

MAαu(P,r) =(ω1+ω2)Ĥ(p2⊥)Aαu(P,r)+ϑαβĤ(p2⊥)γ0

×
∫

d3k⊥
(2π)3 K(k⊥−q⊥)Aβu(P,r).

(29)
Projecting  out  the  radial  wave  functions,  we  get  four
coupled  eigenvalue  equations.  The  details  are  presented
in Appendix A.4.  Solving the equations numerically,  the
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mass  spectra  and radial  wave functions  can be  obtained.
The normalization condition Eq. (26) can be expressed in
terms of the radial wave functions as

∫
d3q⊥
(2π)3

[
2
(
ωq+α1M

m2

ω2

)
(3c3g2

1−2c1g1g4+ c1g2
4)

+2
(
ωq−α1M

m2

ω2

)
(2c1g2g3+ c1g2

3+3c3g2
2)

+4α1M
q
ω2

(c1g2g4+c1g3g4−c1g1g3−3c3g1g2)
]
=1,

c1 = 1− q⃗2

ω2
1

c3 = 1− q⃗2

3ω2
1∑

r u(r)ū(r) = ̸P+M
where   and  , and the spinor summa-
tion   is used.

JP = 3
2
+

uα(P,r)

Similarly, the Salpeter wave function for   ba-
ryons  can  be  constructed  using  the  Rarita-Schwinger
spinor   as

φα(P,q⊥,r) =
(
t1+ t2

̸q⊥
q

)
uα(P,r)+

(
t3+ t4

̸q⊥
q

)
ξ3α(P)uq̂⊥ (P,r)

+

(
t5+ t6

̸q⊥
q

)
q̂⊥αuq̂⊥ (P,r) = Aαβuβ(P,r),

(30)

Aαβ
ξ3α(P) = (γα− Pα

M ) ti (i = 1, · · · ,6)
q

Pαφα = 0

t1 t2

JP = 1
2
+

t3 t4 t5 t6 P 2D
4D F

S P
D(F)

S (P) t4(5)

S D t6
P F

where  we  define  the  tensor    for  later  convenience;
;  and    are  the  radial  wave

functions  depending  on  .  According  to  the  Rarita-
Schwinger equation, we have  . Note that the full
Salpeter  wave function has  six  independent  terms,  while
in  Ref.  [34]  only  the  first  two,    and  ,  are  considered.
The  decomposition  in  terms  of  spherical  harmonics  is
similar to the case of   and we do not repeat it here.
It is evident that  ,  ,  , and   correspond to the  ,  ,

,  and    partial  waves,  respectively.  This  means  that
only the largest  -wave and part of the  -wave compon-
ents  are  considered.  Note  that  the  -wave  is  always
mixed  with  the  -wave  components,  i.e.    always
contribute  to  the  -wave  besides  the  -wave,  while 
contributes  to  the  -wave  and  the  -wave. Further   ana-
lysis of their importance is presented later.

We now obtain  the  following mass  eigenvalue  equa-
tion

MAαβuβ(P,r) =(ω1+ω2)Ĥ(p2⊥)Aαβuβ(P,r)

+ϑαβĤ(p2⊥)γ0
∫

d3k⊥
(2π)3 K(k⊥−q⊥)Aβγuγ(P,r),

(31)

1
2
+

which is  equivalent  to  six  coupled eigenvalue equations,
similar to the   case, and we again omit the details. The
normalization condition can be written as

∫
d3q⊥
(2π)3

2
3

{[
3c3(t2

1 + t2
4)−4c2t1t4−2c1(t1t5− t4t5)+ c1t2

5

]
×

(
ωq+α1M

m2

ω2

)
+

[
3c3(t2

2 + t2
3)+4c2t2t3−2c1(t2t6+ t3t6)

+c1t2
6

] (
ωq−α1M

m2

ω2

)
−2α1M

q
ω2

[3c3(t1t2− t3t4)

+2c2(t1t3− t2t4)− c1(t1t6+ t2t5+ t3t5− t4t6− t5t6)]
}
= 1,

c2 = 1− q⃗2

2ω2
1

where  , and  the  following  completeness   rela-
tion of the Rarita-Schwinger spinor [65] was used:

uα(P,r)ūβ(P,r) =(̸P+M)
[
−gαβ+

1
3
γαγβ

−Pαγβ−Pβγα

3M
+

2PαPβ

3M2

]
.

4    Numerical results and discussion

V0

V0

V0

V0

V0

To solve  the  Salpeter  equation  for  baryons,  we  need
to  specify  the  parameter    in  the  potential  for  the
diquark core and the light quark. Unlike the doubly heavy
mesons, the experimental data for the doubly heavy bary-
ons is very limited. Hence, we cannot fix   by fitting the
experimental  data.  We  compute    by  taking  the  spin-
weighted average of   of the corresponding mesons (see
details  in Appendix A.5).  The fixed values of   are  lis-
ted in Table 3. Note that all  parameters in the model are
now fixed by the meson sector.

Ξ
(∗)
cc Ω

(∗)
cc Ξ

(∗)
cb Ω

(∗)
cb Ξ

(∗)
bb

Ω
(∗)
bb JP = 1

2
+( 3

2
+)

J P

nB
2sB+1LJ(nDLD) nD

LD

nB

L
(2sB+1)

sB J
1
2
+

2S 1/2
4D1/2

3
2
+

4S 3/2
4D3/2

2D3/2

In  this  work,  we  calculate  ,  ,  ,  ,  ,
and   for the   doubly heavy baryons. In the
relativistic  Bethe-Salpeter  equation  approach,  the  total
angular  momentum   and  the  space  parity   of  baryons
are good quantum numbers. To reflect the dominant prop-
erties,  we  label  the  baryon  states  by  the  nonrelativistic
notation  as  :    denotes  the  radial
quantum number of the heavy diquark core;   the orbit-
al  angular  momentum  of  the  diquark;    the  radial
quantum number of the baryon;   the quantum number of
the  diquark-quark  orbital  angular  momentum; 
the multiplicity of the baryon spin  ; and   the total an-
gular  momentum  of  the  baryon.  Consequently,    bary-
ons can have states   or  , or their mixing, and 
baryons  ,  ,  , or their mixing.

(−V0)Table  3.      The  parameter    (in  GeV)  determined  by  the  spin-
weighted average method.

1
2
+ baryons Ξ++cc Ξ+cc Ω+cc Ξ+cb Ξcb Ωcb Ξbb Ω−bb

−V0 0.478 0.476 0.454 0.404 0.403 0.382 0.330 0.310

3
2
+ baryons Ξ∗++cc Ξ∗+cc Ω∗cc Ξ∗+cb Ξ∗0cb Ω∗cb Ξ∗bb Ω∗−bb

−V0 0.378 0.376 0.352 0.337 0.336 0.313 0.296 0.275
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JP = 1
2
+

(ccq) (bcq) (bbq)
2S

1D 12S 1/2(1D)
14D1/2(1S )
D

Ξ++cc

nB g1

g4
2S 4D

g2 g3 P

n = 1 S
D

n = 2,3,4 · · · D
g3,4

The  mass  spectra  of  the    doubly heavy  bary-
ons  with  flavors  ,    and    are  presented  in
Table 4, including the diquark cores in the excited   and

 states.  Note that  the baryon masses of  the 
and   states are comparable, namely, the differ-
ent  -wave orbital angular momenta contribute similarly
to  the  total  baryon  mass.  The  wave  functions  of  ,  as
an example, are presented in Fig. 6. From the figure, one
may clearly see the correspondence of the radial quantum
number   and the node number of the wave function: 
and   correspond to the   and   partial wave compon-
ents,  respectively,  and    and    represent  the  small  -
wave components with different radial numbers. Compar-
ing the weights of the partial wave components, one can
see that the ground state   is dominated by the  -wave
and  has  a  negligible  -wave,  whereas  the  excited  states

  have  sizable  -wave  components.  This
means  that  ignoring  the  components    in  the  excited
states would destroy the results. Therefore, as mentioned
in  the  previous  section,  the  full  structure  of  the  wave
functions must be considered.

JP = 3
2
+The  mass  spectra  of  the    doubly heavy  bary-

Ξ∗cc JP = 3
2
+

4S 3/2

D 4D3/2
2D3/2

( 7
2 ,

5
2 ,

3
2 ,

1
2 )+ ( 5

2 ,
3
2 )+

2S 1D

14S 3/2(1D) 12D3/2(1S )
14D3/2(1S )

S P D F

n = 1,2
14S 24S D

n = 3,4 12D
14D

ons  are  presented  in Table  5, and  the  radial  wave   func-
tions  of    are  shown  in Fig.  7  as  an  example. 
baryons, besides the   partial waves, also contain two
different  -waves,    and  ,  which  belong  to  the
quartet    and  the  doublet  ,  respectively.
The baryon masses with excited   and   diquarks are
listed  in  the  last  two  rows.  Note  that  the  masses  of  the

 states are close to the   states, but are
much  lower  than  the  masses  of  the    states.
Similar analysis of the wave functions shows that almost
every  state  contains  all  possible  -,  -,  -  and  -wave
components.  The  analysis  of  the  weight  of  the  partial
waves suggests that the   states are mainly charac-
terized by the   and   components, with the  -wave
slightly mixed in. However, for the   states, the 
and    components  become  dominant.  These  features
again emphasize  the  importance  of  using  the  full   struc-
ture of the wave functions.

λ

a1(2)

To  determine  the  sensitivity  of  the  mass  spectra  on
the model  parameters,  we  calculated  the  theoretical   un-
certainties  by  varying  simultaneously  the  parameters 
and    in  the  quark-diquark  bound  potential  by  ±5%,

Ξ++cc n = 1, · · · ,4 g1 g4
2S 4D

g2(3) P nB S P D

Fig. 6.    (color online) BS radial wave functions of   with the energy levels  ;   and   correspond to the   and   com-
ponents, and   corresponds to the  -wave;   is the number of the node plus one. Almost every state contains the  -,  - and  -
wave components.
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Ξ∗cc n = 1, · · · ,4 t1 t4 t5 4S 2D 4D
t2(3) t6 P F 4S 2D 4D

Fig. 7.    (color online) BS radial wave functions of   with the energy levels  ;  ,   and   correspond to the  ,   and 
components,   and   correspond to the   and  -wave. Almost every baryon state contains all  ,   and   components.

 

JP = 1
2
+

nD

LD nB

(2sB +1) L
J

Table  4.      Mass  spectra  of  the    doubly  heavy  baryons,  in  units  of  MeV.  Symbols  used  to  label  the  baryon  states  are:    denotes  the  radial
quantum number of the doubly heavy diquark core inside the baryon;   the orbital angular momentum of the diquark;   the radial number of the ba-
ryon;   the baryon spin multiplicity;   the orbital angular momentum quantum number between the diquark core and the light quark; and fi-
nally   the total baryon angular momentum.

n nB
2sB+1LJ(nDLD) Ξ++cc Ξ+cc Ω+cc Ξ+cb Ξcb Ωcb Ξbb Ξ−bb Ω−bb

1 12S 1/2(1S ) 3601−28
+28 3606−28

+28 3710−28
+27 6931−28

+27 6934−28
+27 7033−26

+24 10182−25
+25 10184−25

+25 10276−23
+22

2 22S 1/2(1S ) 4122−38
+38 4128−40

+38 4247−38
+38 7446−37

+38 7450−39
+38 7560−36

+35 10708−35
+35 10710−36

+34 10816−34
+32

3 14D1/2(1S ) 4151−38
+39 4157−38

+38 4289−37
+36 7463−35

+35 7467−34
+35 7598−33

+33 10732−32
+33 10735−32

+33 10863−32
+32

4 32S 1/2(1S ) 4504−54
+54 4510−54

+54 4632−53
+52 7818−51

+52 7822−52
+51 7935−49

+50 11084−49
+48 11086−50

+48 11196−48
+47

1 12S 1/2(2S ) 4136−36
+35 4141−35

+35 4261−33
+33 7417−32

+32 7420−33
+33 7531−30

+32 10618−30
+28 10620−29

+28 10724−28
+26

1 12S 1/2(1D) 4140−33
+33 4145−33

+33 4262−32
+32 7438−32

+31 7441−32
+31 7550−30

+30 10660−28
+28 10661−28

+28 10763−26
+26

3
2
+Table 5.    Mass spectra (in MeV) of the   doubly heavy baryons.

n nB
2sB+1LJ(nDLD) Ξ∗++cc Ξ∗+cc Ω∗cc Ξ∗+cb Ξ∗cb Ω∗cb Ξ∗bb Ξ∗−bb Ω∗−bb

1 14S 3/2(1S ) 3703−28
+28 3706−28

+28 3814−27
+27 6997−27

+27 7000−27
+25 7101−25

+25 10214−25
+25 10216−24

+25 10309−23
+24

2 24S 3/2(1S ) 4232−40
+40 4237−41

+38 4356−38
+38 7512−39

+36 7515−38
+36 7627−36

+33 10738−35
+35 10740−35

+35 10847−32
+33

3 12D3/2(1S ) 4252−37
+36 4257−37

+36 4395−35
+36 7531−35

+33 7535−36
+32 7668−35

+32 10766−32
+32 10769−32

+32 10898−32
+32

4 14D3/2(1S ) 4421−46
+45 4424−46

+45 4520−43
+43 7699−43

+40 7701−43
+40 7791−41

+37 10941−40
+38 10943−39

+38 11028−37
+36

1 14S 3/2(2S ) 4237−36
+35 4241−35

+35 4365−33
+33 7484−33

+32 7487−33
+32 7601−32

+30 10651−28
+28 10653−30

+28 10759−28
+28

1 14S 3/2(1D) 4241−33
+33 4245−33

+32 4366−32
+32 7504−30

+31 7507−30
+31 7619−29

+30 10693−28
+28 10695−28

+28 10798−26
+26
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λ a1(2)

and then searching the parameter  space to  find the max-
imum deviation.  The  obtained  theoretical  errors  are  also
listed in Table 4 and Table 5, where the relative errors in-
duced  by    and    are  about  1%.  The  dependence  on
the  constituent  quark  mass  is  almost  linear  and  was  not
included in the error analysis.

Ξ
(∗)
cc Ω

∗
cc Ωcb Ω

(∗)
bb

Finally, we give a  comparison of  the predicted spec-
tra of the ground states obtained in this work and in liter-
ature,  shown  in Table  6.  We  note  that  our  mass  spectra
agree  well  with  the  lattice  QCD  calculations  in  Refs.
[21,66,67], especially for  ,  ,  , and  . The av-
erage  error  of  the  predictions  in Table  6 with  respect  to
Ref. [21] is about 18 MeV.

5    Summary

JP = 1
2
+ 3

2
+

1
2
+ 3

2
+

P D
F

In summary, we have built in the diquark core picture
a theoretical framework to deal with doubly heavy bary-
ons. In the diquark picture, the three-body problem of the
doubly heavy baryons is reduced to two two-body bound
problems  and  then  solved  by  the  corresponding  BSE  in
the  instantaneous  approximation.  We  obtained  the  mass
spectra and wave functions of the   and   doubly
heavy baryons with 1+ diquark cores. The predicted mass
spectra for the doubly heavy baryons agree with those in
literature,  especially  with  the  lattice  QCD computations.
Analyzing  the  wave  functions,  we  found  that    and 
baryons, especially their excited states, involve  - and  -
wave  components  that  are  not  negligible,  and  even  -
wave for the latter,  which means that the non-relativistic

S Dwave  functions  consisting  only  of  the    or    partial
waves  cannot  describe  well  these  baryons.  The  obtained
wave functions can be used to calculate lifetimes, produc-
tion  and  decay  of  doubly  heavy  baryons,  which  can  be
tested in future experiments.
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Appendix A: Some expressions and derivations

1+A.1    Coupled eigen equations for the  diquark

The four coupled eigen equations for the 1+ diquark have the following expressions

µ f3(s) = +
µ1 +µ2

e1 + e2
(e1 + e2 +Vc

1) f4(s)+
∫

d3u⃗
2e1e2

Vc
2
[
A12(s,u) f4(u)+A14(s,u) f6(u)

]
,

µ f4(s) = +
e1 + e2

µ1 +µ2
(e1 + e2 +Vc

1) f3(s)+
∫

d3u⃗
2e1e2

Vc
2
[
A21(s,u) f3(u)+A23(s,u) f5(u)

]
,

µ f5(s) = − e1 + e2

µ1 +µ2
(e1 + e2 +Vc

1) f6(s)+
∫

d3u⃗
2e1e2

Vc
2
[
A32(s,u) f4(u)+A34(s,u) f6(u)

]
,

µ f6(s) = −µ1 +µ2

e1 + e2
(e1 + e2 +Vc

1) f5(s)+
∫

d3u⃗
2e1e2

Vc
2
[
A41(s,u) f3(u)+A43(s,u) f5(u)

]
, (A1)

Vc
i =

1
2 VMi Ai j(s,u)where  . The expressions for   are

A12 =
[
A−s(e1 − e2)+ cosθ(µ1e2 +µ2e1)

]
cosθ, A14 = (µ1e2 +µ2e1)(cos2 θ−1),

A21 =
[
A+s(e1 + e2)+ cosθ(µ1e2 +µ2e1)

]
cosθ, A23 = (µ1e2 +µ2e1)(1− cos2 θ),

A34 = −
[
A+s(e1 + e2)cosθ+

1
2

(1+ cos2 θ)(µ1e2 +µ2e1)
]
, A32 =

1
2

A23,

A43 = −
[
A−s(e1 − e2)cosθ+

1
2

(1+ cos2 θ)(µ1e2 +µ2e1)
]
, A41 =

1
2

A14.

Ξbc Ωbc
1
2
+

(bcq) 1+ (bc)

Table  6.      Comparison  of  the  predictions  of  the  ground  state  masses
(in GeV) of the doubly heavy baryons. The results in the third [21]
and  forth  [66,67]  columns  are  from  the  lattice  QCD  calculations.
Note  that  here  ,    denote  the      baryons  with   
diquark core.

Baryon This [21] [66,67] [22,68] [9] [69] [70] [71] [72]

Ξcc   3.601   3.610 −   3.627   3.620   3.612   3.547   3.633   3.606

Ξ∗cc   3.703   3.692 −   3.690   3.727   3.706   3.719   3.696   3.675

Ωcc   3.710   3.738   3.712   3.692   3.778   3.702   3.648   3.732   3.715

Ω∗cc   3.814   3.822   3.788   3.756   3.872   3.783   3.770   3.802   3.772

Ξcb   6.931   6.959   6.945   6.933   6.933   6.919   6.904   6.948 −

Ξ∗cb   6.997   6.985   6.989   6.969   6.980   6.986   6.936   6.973 −

Ωcb   7.033   7.032   6.994   6.984   7.088   6.986   6.994   7.047 −

Ω∗cb   7.101   7.059   7.056 −   7.130   7.046   7.017   7.066 −

Ξbb 10.182 10.143 − 10.162 10.202 10.197 10.185 10.169 10.138

Ξ∗bb 10.214 10.178 − 10.184 10.237 10.236 10.216 10.189 10.169

Ωbb 10.276 10.273 − 10.208 10.359 10.260 10.271 10.259 10.230

Ω∗bb 10.309 10.308 − − 10.389 10.297 10.289 10.268 10.258
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cosθ = s⃗·u⃗
suwhere  . These four equations can be solved numerically to

obtain  the  diquark  mass  spectra  and  the  corresponding  Salpeter
wave functions.

1+A.2    Derivation  of  the  baryon  Salpeter  equation  for  the 

heavy diquark core

qP

S (p2) Dαβ(p1)

To  get  Eq.  (25),  we  first  factor  out    from  the  propagators.
 and   can then be expressed as

S (p2) = −i
[
Λ+(q⊥)

qP − ζ+2 − iϵ
+
Λ−(q⊥)

qP − ζ−2 + iϵ

]
,

h0Dαβ(p1) = iϑαβ
[

1
qP − ζ+1 + iϵ

+
1

qP − ζ1iϵ

]
, (A2)

Λ±(p2⊥) =
1
2

[
1± Ĥ(p2⊥)

]
γ0 ζ±1,2

where  the  projection  operators  are  defined  as 
.   are defined as

ζ+2 = α2 M−ω2, ζ−2 = α2 M+ω2,

ζ+1 = −α1 M+ω1, ζ−1 = −α1 M−ω1.

qPPerforming the  integral  over   on both  sides  of  Eq.  (23),  we ob-
tain the three-dimensional baryon Salpeter equation

φα(q⊥) =
Λ+ϑαβΓβ(q⊥)
M−ω1 −ω2

−
Λ−ϑαβΓβ(q⊥)
M+ω1 +ω2

. (A3)

Λ±By  using  the  projector  operators  ,  we  can  get  the  positive  and
negative energy Salpeter wave functions as

φα+(q⊥) ≡ Λ+γ0φα = +
Λ+ϑαβΓβ(q⊥)
M−ω1 −ω2

,

φα−(q⊥) ≡ Λ−γ0φα = −
Λ−ϑαβΓβ(q⊥)
M+ω1 +ω2

,

(A4)

which are the coupled baryon Salpeter equations for the 1+ diquark
core,  which  can  then  be  written  as  the  Schrödinger-type  equation
Eq. (25).

A.3    The normalization condition of the baryon Salpeter wave

function

φα(q⊥)
Dαβ(p1)

To obtain  the  normalization  of  ,  we  need  the  inverse  of
the propagators  , which is given by,

D−1
αβ(p1) = dαβD−1(p1), dαβ = −gαβ −

pα1⊥pα1⊥
ω2

1

,

and fulfills

D−1
αγ(p1)Dγβ(p1) = dαγϑγβ = δ

β
α.

dαβ(p1⊥) P0Note that   does not explicitly depend on  . The BS vertex
can also be expressed by the inverse of the propagators as

Γα(q) = S −1(p2)D−1(p1)dαβBβ(q).

Kαβ ∂
∂P0 Kαβ(p1,k1) =

(2α1)K(k⊥ −q⊥)gαβ
The  partial  differential  of  the  kernel    gives 

.
Finally,  substituting  into  Eq.  (21)  and  calculating  the  contour

integral,  we  obtain  the  normalization  condition  of  the  Salpeter
wave  functions  Eq.  (26),  where  the  three-dimensional  BS  baryon
vertex is expressed by the Salpeter wave function as

Γα(P,q⊥) = γ0
[
MĤ(p2⊥)− (ω1 +ω2)

]
dαβφβ(P,q⊥). (A5)

1
2
+A.4    Coupled eigen equations for the  baryon

1
2
+

By  taking  the  traces  on  both  sides  of  Eq.  (29),  we  obtain  the
following four coupled eigen equations for the   baryon

Mg1(q⃗) =D1g1(q⃗)−D2g2(q⃗)+
∫

d3k⃗
(2π)3

V2

ω2

[
m2g1 (⃗k)−qcg2 (⃗k)+

1
2

m2(c2 −1)g4 (⃗k)
]
,

Mg2(q⃗) =−D2g1(q⃗)−D1g2(q⃗)+
∫

d3k⃗
(2π)3

V2

ω2

[
−q1 (⃗k)−m2cg2 (⃗k)− 1

2
q(c2 −1)g4 (⃗k)

]
,

Mg3(q⃗) =−D3g1(q⃗)−D4g2(q⃗)−D5g3(q⃗)+D6g4(q⃗)+
∫

d3k⃗
(2π)3

V2

m2
1ω2

[
−q3g1 (⃗k)−m2q2cg2 (⃗k)−m2ω

2
1cg3 (⃗k)+ I3g4 (⃗k)

]
,

Mg4(q⃗) =−D4g1(q⃗)+D3g2(q⃗)+D6g3(q⃗)+D5g4(q⃗)+
∫

d3k⃗
(2π)3

V2

m2
1ω2

[
−m2q2g1 (⃗k)+q3cg2 (⃗k)+qω2

1cg3 (⃗k)+ I4g4 (⃗k)
]
, (A6)

Vi = σVMi σ

I3 =
1
2 q(3c2m2

1 −m2
1 +2c2q2) I4 =

m2
q I3 D1 ∼ D6

where  ,  and    is  the  form  factor;
 and  .   have the following

explicit expressions

D1 =
m2

ω2
(V1 +ω1 +ω2) ,D2 =

q
m2

D1,D3 =
q3V1

m2
1ω2

,

D5 =
m2

ω2

ω2
1

m2
1

V1 +ω1 +ω2

 ,D4 =
m2

q
D3,D6 =

q
m2

D5. (A7)

V0A.5    Spin-weighted  average  in the  diquark-quark  interac-

tion

The baryon  in  different  diquark  basis  has  the  following   rela-
tionship,

 ∣∣∣(12)03
⟩

|(12)13⟩

 =
 − 1

2 −
√

3
2

+
√

3
2 − 1

2


 ∣∣∣1(23)0

⟩
|1(23)1⟩


=

 − 1
2 +

√
3

2

−
√

3
2 − 1

2


 ∣∣∣(31)02

⟩
|(31)12⟩

 , (A8)

|(12)03⟩where   denotes the baryon state where quark-1 and quark-2
form the spin-0 diquark,  and the others  are  implied.  Note  that  the
above  relations  can  be  considered  as  a  counter-clockwise  rotation
in  different  diquark  basis,  and  the  rotation  angles  are  respectively
120° and -120°.

Ξ++cc V0

Ξ++cc |(cc)1u⟩ =
√

3
2 |c(cu)0⟩− 1

2 |c(cu)1⟩ V0

(cc)1 u

Let us take   as an example to show how   is  obtained. In
,  the above equation implies    . 

between  the    diquark  and    quark  is  then  determined  by
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V0[(cu)1] V0[(cu)0] D∗0 D0

V0(Ξ++cc )

 and   , which correspond to mesons   and  , re-
spectively. Considering the above relations, we can express 
as

V0(Ξ++cc ) = 0.75V0(D0)+0.25V0(D∗0),

V0

V0

where    of  the  involved  mesons  are  listed  in  Table  A1.
obtained by solving the corresponding meson BSE, Eq. (8).   for
the doubly heavy baryons are listed in Table 3. Note that all para-

meters  in  this  work  are  determined  by  the  corresponding  meson
spectra.
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JP = 0− 0.512 0.509 0.489 0.341 0.322

JP = 1− 0.378 0.376 0.352 0.296 0.275

Chinese Physics C    Vol. 44, No. 1 (2020) 013102

013102-13

http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.119.112001
https://arxiv.org/abs/1707.01621
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.121.052002
https://arxiv.org/abs/1806.02744
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.118.182001
https://arxiv.org/abs/1806.02744
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.121.072002
https://arxiv.org/abs/1805.09418
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.53.5176
https://arxiv.org/abs/9510326
http://dx.doi.org/10.1134/1.855633
http://dx.doi.org/10.1134/1.855633
https://arxiv.org/abs/9811212
http://dx.doi.org/10.1142/S0217732399000171
http://dx.doi.org/10.1142/S0217732399000171
https://arxiv.org/abs/9807375
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.62.054021
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.62.054021
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.66.014008
https://arxiv.org/abs/0201217
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.70.094004
https://arxiv.org/abs/0403301
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.73.094022
https://arxiv.org/abs/0601032
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.78.094007
https://arxiv.org/abs/0810.5396
http://dx.doi.org/10.1140/epja/i2010-11004-3
https://arxiv.org/abs/1001.4693
http://dx.doi.org/10.1016/j.physletb.2011.03.014
https://arxiv.org/abs/1101.1983
http://dx.doi.org/10.1016/j.nuclphysa.2012.09.009
https://arxiv.org/abs/1205.2873
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.91.094030
https://arxiv.org/abs/1411.2117
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.92.076008
https://arxiv.org/abs/1503.05184
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.93.094002
https://arxiv.org/abs/1602.04714
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.64.094509
https://arxiv.org/abs/0107037
http://dx.doi.org/10.1088/1126-6708/2003/07/066
https://arxiv.org/abs/0307025
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.90.094507
https://arxiv.org/abs/1409.0497
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.90.094007
https://arxiv.org/abs/1408.5877
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.60.014007
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.60.014007
https://arxiv.org/abs/9807354
http://dx.doi.org/10.1088/0253-6102/49/4/38
https://arxiv.org/abs/0704.0016
http://dx.doi.org/10.1134/S1063778816010087
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.36.2804
http://dx.doi.org/10.1007/s002180050015
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevC.54.3232
https://arxiv.org/abs/9603226
https://arxiv.org/abs/9603226
http://dx.doi.org/10.1007/s00601-002-0111-7
https://arxiv.org/abs/0204020
https://arxiv.org/abs/0204020
http://dx.doi.org/10.1007/s00601-004-0064-0
https://arxiv.org/abs/0409008
https://arxiv.org/abs/0409008
http://dx.doi.org/10.1063/1.1932926
https://arxiv.org/abs/0412059
https://arxiv.org/abs/0412059
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.59.116007
https://arxiv.org/abs/9805331
http://dx.doi.org/10.1016/j.physletb.2007.05.007
https://arxiv.org/abs/0705.1379
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.83.056006
https://arxiv.org/abs/1012.0082
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.87.076013
https://arxiv.org/abs/1305.1078
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.91.016006
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.95.116005
https://arxiv.org/abs/1609.02512
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.95.054001
https://arxiv.org/abs/1612.06084
http://dx.doi.org/10.1088/0253-6102/43/1/023
https://arxiv.org/abs/0406050
http://dx.doi.org/10.1007/s11433-010-4156-1
https://arxiv.org/abs/1003.3827
http://dx.doi.org/10.1016/j.physletb.2005.07.059
http://dx.doi.org/10.1088/0954-3899/39/1/015009
http://dx.doi.org/10.1088/0954-3899/39/1/015009
https://arxiv.org/abs/1107.0474
http://dx.doi.org/10.1007/JHEP07(2013)120
https://arxiv.org/abs/1305.1067
http://dx.doi.org/10.1007/JHEP03(2013)110
https://arxiv.org/abs/1303.1563
http://dx.doi.org/10.1140/epjc/s10052-016-4306-3
http://dx.doi.org/10.1140/epjc/s10052-016-4588-5
http://dx.doi.org/10.1140/epjc/s10052-017-4865-y
https://arxiv.org/abs/1701.03252
http://dx.doi.org/10.1016/j.physletb.2004.01.058
https://arxiv.org/abs/0309162
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.17.3090,10.1103/physrevd.21.313.2
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.21.203
http://dx.doi.org/10.1016/0370-2693(86)90411-9
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.40.1653
http://dx.doi.org/10.1088/0253-6102/18/3/321
http://dx.doi.org/10.1088/0256-307X/10/8/004
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.51.5064
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.119.112001
https://arxiv.org/abs/1707.01621
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.121.052002
https://arxiv.org/abs/1806.02744
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.118.182001
https://arxiv.org/abs/1806.02744
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.121.072002
https://arxiv.org/abs/1805.09418
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.53.5176
https://arxiv.org/abs/9510326
http://dx.doi.org/10.1134/1.855633
http://dx.doi.org/10.1134/1.855633
https://arxiv.org/abs/9811212
http://dx.doi.org/10.1142/S0217732399000171
http://dx.doi.org/10.1142/S0217732399000171
https://arxiv.org/abs/9807375
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.62.054021
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.62.054021
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.66.014008
https://arxiv.org/abs/0201217
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.70.094004
https://arxiv.org/abs/0403301
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.73.094022
https://arxiv.org/abs/0601032
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.78.094007
https://arxiv.org/abs/0810.5396
http://dx.doi.org/10.1140/epja/i2010-11004-3
https://arxiv.org/abs/1001.4693
http://dx.doi.org/10.1016/j.physletb.2011.03.014
https://arxiv.org/abs/1101.1983
http://dx.doi.org/10.1016/j.nuclphysa.2012.09.009
https://arxiv.org/abs/1205.2873
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.91.094030
https://arxiv.org/abs/1411.2117
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.92.076008
https://arxiv.org/abs/1503.05184
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.93.094002
https://arxiv.org/abs/1602.04714
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.64.094509
https://arxiv.org/abs/0107037
http://dx.doi.org/10.1088/1126-6708/2003/07/066
https://arxiv.org/abs/0307025
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.90.094507
https://arxiv.org/abs/1409.0497
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.90.094007
https://arxiv.org/abs/1408.5877
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.60.014007
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.60.014007
https://arxiv.org/abs/9807354
http://dx.doi.org/10.1088/0253-6102/49/4/38
https://arxiv.org/abs/0704.0016
http://dx.doi.org/10.1134/S1063778816010087
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.36.2804
http://dx.doi.org/10.1007/s002180050015
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevC.54.3232
https://arxiv.org/abs/9603226
https://arxiv.org/abs/9603226
http://dx.doi.org/10.1007/s00601-002-0111-7
https://arxiv.org/abs/0204020
https://arxiv.org/abs/0204020
http://dx.doi.org/10.1007/s00601-004-0064-0
https://arxiv.org/abs/0409008
https://arxiv.org/abs/0409008
http://dx.doi.org/10.1063/1.1932926
https://arxiv.org/abs/0412059
https://arxiv.org/abs/0412059
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.59.116007
https://arxiv.org/abs/9805331
http://dx.doi.org/10.1016/j.physletb.2007.05.007
https://arxiv.org/abs/0705.1379
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.83.056006
https://arxiv.org/abs/1012.0082
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.87.076013
https://arxiv.org/abs/1305.1078
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.91.016006
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.95.116005
https://arxiv.org/abs/1609.02512
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.95.054001
https://arxiv.org/abs/1612.06084
http://dx.doi.org/10.1088/0253-6102/43/1/023
https://arxiv.org/abs/0406050
http://dx.doi.org/10.1007/s11433-010-4156-1
https://arxiv.org/abs/1003.3827
http://dx.doi.org/10.1016/j.physletb.2005.07.059
http://dx.doi.org/10.1088/0954-3899/39/1/015009
http://dx.doi.org/10.1088/0954-3899/39/1/015009
https://arxiv.org/abs/1107.0474
http://dx.doi.org/10.1007/JHEP07(2013)120
https://arxiv.org/abs/1305.1067
http://dx.doi.org/10.1007/JHEP03(2013)110
https://arxiv.org/abs/1303.1563
http://dx.doi.org/10.1140/epjc/s10052-016-4306-3
http://dx.doi.org/10.1140/epjc/s10052-016-4588-5
http://dx.doi.org/10.1140/epjc/s10052-017-4865-y
https://arxiv.org/abs/1701.03252
http://dx.doi.org/10.1016/j.physletb.2004.01.058
https://arxiv.org/abs/0309162
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.17.3090,10.1103/physrevd.21.313.2
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.21.203
http://dx.doi.org/10.1016/0370-2693(86)90411-9
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.40.1653
http://dx.doi.org/10.1088/0253-6102/18/3/321
http://dx.doi.org/10.1088/0256-307X/10/8/004
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.51.5064


5068 (1995), arXiv:hep-ph/9502409
 C.  R.  Munz,  J.  Resag,  B.  C.  Metsch  et  al,  Nucl.  Phys. A,  578:
418-440 (1994), arXiv:nucl-th/9307027

57

 J.  Resag  and  C.  R.  Munz,  Nucl.  Phys.  A,  590:  735  (1995),
arXiv:nucl-th/9407033

58

 J.  Parramore  and  J.  Piekarewicz,  Nucl.  Phys. A,  585:  705-726
(1995), arXiv:nucl-th/9402019

59

 G. Zoller,  S.  Hainzl,  C. R. Munz et al,  Z. Phys. C,  68: 103-112
(1995), arXiv: hep-ph/9412355, DOI: 10.1007/BF01579809

60

 T.  Babutsidze,  T.  Kopaleishvili,  and  A.  Rusetsky, Phys.  Lett. B,
426: 139-148 (1998), arXiv:hep-ph/9710278

61

 M.  Karliner  and  J.  L.  Rosner,  Nature,  551:  89  (2017),
arXiv:1708.02547

62

 M.  G.  Olsson,  S.  Veseli,  and  K.  Williams,  Phys.  Rev. D,  52:
5141-5151 (1995), arXiv:hep-ph/9503477

63

 E. E. Salpeter, Phys. Rev., 87: 328-343 (1952)64
 R. E. Behrends and  C. Fronsdal, Phys. Rev., 106(2): 345 (1957)65
 N.  Mathur,  M.  Padmanath,  and  S.  Mondal,  Phys.  Rev.  Lett.,
121(20): 202002 (2018), arXiv:1806.04151

66

 N.  Mathur  and  M.  Padmanath,  Phys.  Rev. D,  99(3):  031501
(2019), arXiv:1807.00174

67

 M.  Karliner  and  J.  L.  Rosner,  Phys.  Rev.  D,  97(9):  094006
(2018), arXiv:1803.01657

68

 C.  Albertus,  E.  Hernandez,  J.  Nieves  et  al,  Eur.  Phys.  J. A, 32:
183-199 (2007), arXiv:hep-ph/0610030

69

 F. Giannuzzi, Phys. Rev. D, 79: 094002 (2009), arXiv:0902.462470
 X.-Z.  Weng,  X.-L.  Chen,  and W.-Z.  Deng, Phys.  Rev. D, 97(5):
054008 (2018), arXiv:1801.08644

71

 Q.-F.  Lü,  K.-L.  Wang,  L.-Y.  Xiao  et  al,  Phys.  Rev. D,  96(11):
114006 (2017), arXiv:1708.04468

72

Chinese Physics C    Vol. 44, No. 1 (2020) 013102

013102-14

https://arxiv.org/abs/9502409
http://dx.doi.org/10.1016/0375-9474(94)90754-4
https://arxiv.org/abs/9307027
http://dx.doi.org/10.1016/0375-9474(95)00203-D
https://arxiv.org/abs/9407033
http://dx.doi.org/10.1016/0375-9474(94)00722-Y
https://arxiv.org/abs/9402019
http://dx.doi.org/10.1007/BF01579809
http://dx.doi.org/10.1016/S0370-2693(98)00259-7
https://arxiv.org/abs/9710278
http://dx.doi.org/10.1038/nature24289
https://arxiv.org/abs/1708.02547
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.52.5141
https://arxiv.org/abs/9503477
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRev.87.328
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRev.106.345
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.121.202002
https://arxiv.org/abs/1806.04151
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.99.031501
https://arxiv.org/abs/1807.00174
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.97.094006
https://arxiv.org/abs/1803.01657
http://dx.doi.org/10.1140/epja/i2007-10364-y
https://arxiv.org/abs/0610030
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.79.094002
https://arxiv.org/abs/0902.4624
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.97.054008
https://arxiv.org/abs/1801.08644
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.96.114006
https://arxiv.org/abs/1708.04468
https://arxiv.org/abs/9502409
http://dx.doi.org/10.1016/0375-9474(94)90754-4
https://arxiv.org/abs/9307027
http://dx.doi.org/10.1016/0375-9474(95)00203-D
https://arxiv.org/abs/9407033
http://dx.doi.org/10.1016/0375-9474(94)00722-Y
https://arxiv.org/abs/9402019
http://dx.doi.org/10.1007/BF01579809
http://dx.doi.org/10.1016/S0370-2693(98)00259-7
https://arxiv.org/abs/9710278
http://dx.doi.org/10.1038/nature24289
https://arxiv.org/abs/1708.02547
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.52.5141
https://arxiv.org/abs/9503477
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRev.87.328
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRev.106.345
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.121.202002
https://arxiv.org/abs/1806.04151
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.99.031501
https://arxiv.org/abs/1807.00174
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.97.094006
https://arxiv.org/abs/1803.01657
http://dx.doi.org/10.1140/epja/i2007-10364-y
https://arxiv.org/abs/0610030
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.79.094002
https://arxiv.org/abs/0902.4624
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.97.054008
https://arxiv.org/abs/1801.08644
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.96.114006
https://arxiv.org/abs/1708.04468
https://arxiv.org/abs/9502409
http://dx.doi.org/10.1016/0375-9474(94)90754-4
https://arxiv.org/abs/9307027
http://dx.doi.org/10.1016/0375-9474(95)00203-D
https://arxiv.org/abs/9407033
http://dx.doi.org/10.1016/0375-9474(94)00722-Y
https://arxiv.org/abs/9402019
http://dx.doi.org/10.1007/BF01579809
http://dx.doi.org/10.1016/S0370-2693(98)00259-7
https://arxiv.org/abs/9710278
http://dx.doi.org/10.1038/nature24289
https://arxiv.org/abs/1708.02547
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.52.5141
https://arxiv.org/abs/9503477
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRev.87.328
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRev.106.345
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.121.202002
https://arxiv.org/abs/1806.04151
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.99.031501
https://arxiv.org/abs/1807.00174
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.97.094006
https://arxiv.org/abs/1803.01657
http://dx.doi.org/10.1140/epja/i2007-10364-y
https://arxiv.org/abs/0610030
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.79.094002
https://arxiv.org/abs/0902.4624
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.97.054008
https://arxiv.org/abs/1801.08644
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.96.114006
https://arxiv.org/abs/1708.04468

