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规范场理论的环路位相因子方法
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摘 要

在规范场理论中
,

环路位相因子更能反映规范场的本质
7

本文就 以环路位

相因子为出发点来叙述规范场理论
,

从而形成一个新的方法
7

用这种方法讨论

规范场的等价性
、

化约性和对称性等等
,

有很多方便
7

特别
,

在本文中提出了决定

具对称性≅在时空变换下Α的规范场的一般方法
,

并论述了场强对场的决定作用
7

≅一Α 引 言

在规范场理论的积分形式中
,

曲线弧的积分因子是叙述的出发点即
, ,

从电磁场理论

相应的 2 ,

群规范场来看
,

可以观察的
,

起实质作用的是环路的位相因子 Β∀=
7

就一般规范

场而言
,

环路位相因子也更能反映规范场的本质
,

因此就有必要以环路位相因子作为出

发点来叙述规范场理论
7

在本文中我们实现了这个想法
,

无论对于明可夫斯基时空上的

规范场或一般微分流形上的整体规范场
,

都可以作这样的叙述
,

而且很有方便
7

我们先利用以一定点为始点和终点的一切环路位相因子来定义规范场的等价类
,

然

后又用一些称为
“
标准通路

” 的曲线弧的位相因子确定出类中的具体的规范场≅称为给定

规范 Α
,

这样就使得规范有了明确的意义
7

我们再引入了标准微分环路位相因子的概念
,

它们的表达式是取值于李代数的一次微分形式
,

任一环路的位相因子可用它们作出≅在非

平凡的整体规范场的情况下
,

还需要另外一些环路位相因子Α
7

这种微分环路的位相因

子
,

具有良好的规范协变性
,

运用起来
,

往往比规范势更为方便
,

并且
,

它们又能和特定规

范下的规范势相重合
7

利用这种方法
,

我们很容易地得出两个规范场互相等价的充要条件和规范场可化约

的充要条件
7

并且证明
,

在给定的规范下
,

场的强度是决定规范场的≅对整体规范场还要

添加若干闭环路位相因子Α
7

此外
,

用它来研究明可夫斯基时空中的规范场关于转动
,

平

移的对称性是很方便的
,

我们指出了一般的方法
,

把问题转化为李群中不难处理的问题
,

并以 1 2 ,

规范场为例
,

作出具平移对称性和转动对称性的场的全体
。

这个方法在另外的工作中陆续有所应用
‘月一

Χ67

应当指出
,

环路位相因子相当于纤维丛理论中的和乐群元素Β Δ ,

但我们这里着眼于环
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路和和乐群元素的对应关系 ≅可称为和乐映照 Α
,

而不停留在抽象的和乐群性质上
7

文中

还证明
,

在已给定流形 8
。

后
,

和乐映照≅满足可微分性 Α就可以定出以 8
。

为底的主纤维

丛和相应的一个联络
,

Φ

也就是说
,

主纤维丛的结构是不必预先给出的
7

≅二Α 乓 上的规范场和环路位相因子

设 − 为
:

维李群
,

∗ 、

为四维明可夫斯基时空扒乡产为 ∗ Γ

上定义的群‘ 的规范场
7

用积

分形式表述=== 引乡犷就是 ∗ 、

上分段光滑曲线弧 − 中的一个对应
Η ) Ι ϑ 叽

注 〔 − 满足

≅6Α 同态条件
Η
若弧 石介 由几

,

兄 组成
,

那末

中Χ , , Κ 少
Χ 。
中

, ) 7

≅
一 = Α

≅ Α 可微分条件
Η
微分弧 ) ) 十 Λ ) 对应的位相因子 巾)Μ Λ) , 由取值在 ‘的李代 数

Ν 中的微分形式

Ο Κ Ο反≅
Π ΑΛ Π 几Θ ,

≅凡 Ρ = , , ∀
,

Σ Γ Τ 一 =
,

⋯
, :

Α ≅ 一 Α

确定
,

这里 Θ ‘
是 君的一组基

, Π 为点 ) 的坐标
,

风 或 Ο Η 一 鱿Θ ,
称为乡犷的规范势

, Ο 称为

规范势形式
7

弧 ) Ι 所对应的 必
Ι , 可用如下方法作出

Η
设

Π 一 Π≅ ΥΑ 是 ) Ι 的方 程
,

Π≅ ςΑ Κ ) ,

式 6Α Κ ΙΓ 又 “
表示群 ‘的元素

,

同时也表示它的一组坐标≅不同坐标区域的坐标我们在

记法上不加区别 Α
,

从
。 ,

ΛΩΑ 表示 ≅
“ 十 Λ “ Α

·

“一 ,

所对应的李代数元素
,

以 戒 ςΑ Κ 。
≅−

的单位元素 Α为初始条件解微分方程
,

Ξ Λ “ Ψ
,

Ξ Λ 丫 Ψ
力 6“

,

—
= Κ 夕 Ζ Π ,

—
=

Ψ Λ Υ Ξ Ψ Λ Υ Ξ
≅

一 ∀ Α

得到解
“ ≅Υ Α

,

那末 毋, ,
一 Ω

≅= Α
7

对于 ∗ ,

上取值在 ‘中的任一光滑函数 1≅ 幻
,

定义

妈
, 一 1≅Ι Α7 ς ! 一6≅ ) Α

,
一

卜 ≅ 一 Γ Α

就得到另一规范场萝
‘

妇乡犷到 了
‘

的转换称为规范变换
,

互为规范变换的场称为等价的
,

它们构成一个等价类
7

取 ς 为 ∗ Σ

的任一定点
,

不妨取为原点
,

用 6 记以 ς 为始点和终点的环路
,

称为。环

路
,

必,
为 6 的位相因子

,

它是。环路全体所成的集合到‘上的一个映照
7

成立

定理 =
7

两个规范场乡犷和
砚

乡产
,

相互等价的充要条件是存在 ‘的一个元素
。 ,

使得

必卜
。必Η 9 一‘

≅
一弓Α

对任何 。环路 6 成立
7

证明
7

如乡产和乡产
,

等价
,

取
口 Κ 1≅。Α

,

由 ≅ 一 Σ Α就得 ≅ 一 , Α式
7

相反地
,

如 ≅ 一 ! Α成
立

,

设几 为任一曲线弧
, 。) , 。Ι 为直线段

,

令 6 为由 。) ,

几
, Ι 。所成的 。环路≅见

图 = Α
,

那末

中。 ,
一 中

。 5
巾必

。 汉 ,

毋玉
,

Κ 少会
。
中Γ必台

,

一 必益
。 9中69 一‘必9

) 7

≅
一 Ε Α

如取 1≅约 Κ 中冬
。。中

。尸,

那末就成立 ≅
一
劝 式

,

定理证毕
7

从而知道
,

毋,
给出了规范场的等价类

,

但 必‘是一个泛函
,

难以直接使用
,

因此我们再
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弧 ) Ι 二 刁ς ς 刁Ι 5 5 Ι

毋泥月 Κ 必习。必。召 滩。中。 泥

图 环路 6 的位相

因子分解为微分三角
形位相因子之积

引入微分三角形 ≅标准微分环路 Α位相因子
7

先定义标准通路集合
,

它由直线段 5 [ 全体

≅或其微分同胚的象
,

但。不变Α所组成
,

对任何一点 [ ,

存在唯一的标准通路丽
,

它光滑

地依赖于 尸 ≅丽是直线线段或光滑的曲线弧
,

有时也可以是分段光滑Α
7

由丽
,

微分弧

) ) Μ Λ)
,

和万不而万组成一个微分 。环路
,

它对应的位相因子称为微分三角形 ≅标准

微分环路 Α位相因子
,

由取值在 Ν 的一次微分形式

及≅
Π , Λ Π

Α Κ 灸反≅
二
ΑΛ

Π 几Θ ‘ Κ 左Γ Λ Π 几
≅

一 Α

所给出
,

这里
Π
是点 ) 的坐标

7

有了 及以后
,

任一 。环路的位相因子可以通过求解微分方

程
,

Ξ Λ “ 、
,

Ξ Λ Π 、
作 毛“

, 一

— ∴ Κ 棺 飞Π ,

—
】

Ψ Λ Υ Ξ
一

Ψ Λ Υ Ξ
≅

一 ? Α

得到≅见图 Α
,

及还应满足相容性条件

反反≅
二
Α

, 之
≅
二 Α Κ 5 ,

及戈≅5Α Κ 5 ,

≅
一> Α

这里
。孟
是标准通路的切向量

,

这因为 ΛΠ
几
和

。孟
成比例时

,

微分环路退化为在曲线段 5 Π Μ

ΛΠ 上来回一次
,

其位相因子必为单位元素
,

又当 Π Κ ς 时也有同样情况
7

从上面的论述和定理 = 就推出
Η

定理
7

规范场 乡 和 乡犷
,

等价的充要条件是存在‘ 中的元素
。 ,

使

友
,

≅
Π ,

Λ二Α Κ ≅
9 Λ 9一‘Α友≅

Π , Λ Π
Α

7

≅
一= ς Α

从而可见
,

标准环路位相因子决定 了规范场的等价类〔还容有≅
。Λ 9一,

Α的不定性〕
7

从

这个等价类中作出具体的规范场的过程称为给定规范
,

它可以用下述的方法实现
Η
作光

滑的 − 值函数
,

令其为标准通路 5 [

由

中Ι 注 Κ

确定下来了
,

规范场也就定出来了
7

中
才Μ ‘注才

从而得出规范势形式

Ο
Η

的位相因子 巾#5
,

那末任何曲线弧 ) Ι 的位相因子就

中, 。中。
。, 。中。 ,

≅中
。 才 Κ 中砧Α

特别
,

对微分弧 ) ) 十 Λ )

Κ 中刁Μ Λ ) 。巾
。 ) Μ 寸才 , 。中。) ,

≅
一 = = Α

≅
一 = Α

≅
9 Λ 中汉 。Α左Μ ?

,

≅
一 = ∀ Α

这里 9是甄ΜΛ , 。

叽
,
所对应的 Ν 值微分形式

7

由 Ο 的定义及 左的相容条件 ≅
一> Α可知

,

/ ) 的位相因子的确就是事先给好的 妈
。 7

特别
,

令 妈
。

Κ 。
对一切 #成立

,

我们有一个特殊的规范
,

这时 ≅
一 = ∀ Α化为 Ο Κ 左

,

因此
,

可以断言
Η Ο 和 友的意义及变换规则虽然完全不同

,

但在 友所确定的规范场等价类
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中
,

存在一个规范场
,

其规范势形式就等于及
7

这时可以由 反利用通常的公式 Β6, ”
来计算场

强 九
Γ

和源 ]
二

等等
7

总结上述事项
,

得到

定理 ∀
7

≅6Α 任意满足相容条件的 Ν 值一次微分形式 左可以作为标准微分环路的位

相因子
,

由它≅本身还容许一个伴随变换Α定出一个规范场的等价类
7

≅ Α 任何 。环路 6 的位相因子可以利用 及通过求解微分方程 ≅
一
1Α 得到

7

≅∀ Α 在给定了标准通路的位相因子之后
,

规范场就确定了
,

特别当吞
口 Κ 。 时

,

场的

规范势形式和 友重合
7

微分形式 交虽然在很大的程度上摆脱了规范不定性
,

但它依赖于点 。及标准通路的

选取
,

如果另取一系从 /’ 出发的标准通路 5’[ ,

那末 天≅
Π ,

Λ劝应改为形≅
Π , Λ ΠΑ

7

现在

导出二者之间的关系
Η 由闭环路 /

声

## Μ Λ# 5’ 的定义可见

巾。
, [ Μ Λ [ [ 5 ,

Κ 必
。 , 5毋ς ς , , Μ ‘[ , 5 , 5 必ς ς ,

Κ 中。 , 5中
ς ς , Γ Μ Λ , 5 少。

, Μ 峨二
5
毋。

Γ 5 ‘5公ς ς , ,

≅
一 =Σ Α

这里中
。。 ,

是可以任意给定的 Β相应于 衬≅
Π ,

Λ ΠΑ 本身还容有的不定性 Δ
7

ς 5’[ ς 是闭环路
,

少
。, 。,5 的值可以通过解微分方程 ≅

一
1Α 得出

,

是 尸的 − 值函数
,

记 ) ≅劝 Κ 矽
。尸。 , 。中。。

, ,

那末由形和 友的定义
,

从 ≅
一 =钓 就得出

天
‘

≅
Π , Λ Π

Α Ρ ≅
9 Λ ) 一‘≅二 ΑΑ交≅

Π , Λ Π
Α Μ <≅)

一 , ,

Λ )一‘Α
7

≅
一 = ! Α

≅
一 =约形式上和规范变换一致

,

但有不同的意义
7

尽管如此
,

如果我们把 友和形都看成

特殊规范下的规范势
,

那末 ≅
一 =!Α 也可理解为规范变换

7

应该指出
,

左依赖于点 5 及标

准通路这样一种不定性
,

有时是可以很好地加以利用的
,

在讨论规范场的关于时空变换的

对称性时
,

就充分地利用了这种不定性的
7

先讨论 互的两个应用
7

第一是关于化约性问题
7

如果乡犷 经规范变换后能化为子群 −’ 的规范场
,

那末 乡
一

就称为可化约的
,

从上述讨论立即就得出

定理 Σ一乡产 可化约于 −’ 的规范场的充要条件是 乡犷 的标准微分环路位相因子 交只

取值于 Ν 的子代数 Ν ,

之中
,

这里

Ν ,
Κ ≅

9 Λ 9 一‘

ΑΝ
’ ,

Ν
‘

是 −
‘

的李代数
, 口 〔 −

7

第二是场强在什么程度上决定场的问题
7

这是规范场论很基本的一个问题
7

设有两

个规范场 乡产
Γ

和
7

乡产
,

如果它们的标准通路位相因子相同
,

则称它们有共同的规范
7

成立

定理 !
7

有共同规范的两个规范场
,

如果它们的场强相同
,

那末它们的规范势必然祖

等
7

证明
7

不妨设标准通路的位相因子都是
己 ,

选坐标 梦
,

使 梦表示标准通路的欧氏弧

长
,

护
,

护
,

少表示标准通路在 。点的方向
,

这种坐标在一个
“

立体角
”

内是有效的
7

这时

相容条件 ≅
一> Α 化为

及
Η
Κ ς ,

交‘≅5
,

夸
, ,

夸
, ,

夸
‘

Α 一 ς ,

≅
9 一 6 , , Τ Κ

, ∀ , Σ Α

这里枣
,

吞分别记了
Γ

和了
Η

的微分三角形位相因子
·

从 ≅“
一‘Ε Α和 人

,

≅ 一 = Ε Α

的表达 式 知道
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9
== Κ 一 下二 Η 代

7

口夸
3 9

≅
一=  Α

由 乡厂
Γ

和 乡犷
Η

强度相等就推出

备甲
一尹一 ς

·

用≅
一 =Ε Α第二式

,

就推出 七 Κ 弓因此就得到 左一 及
,

这就是需要证的事项
,

因为这时 Ο 重
= = 口

合于反
7

定理证毕
7

对非 ) ΟΧ 6 群的规范场
,

场强是随规范变化的
,

规范可解释为
“
测量

”

每点位相的一个

参考系统
,

场强的数值是联系于参考系统的
7

上述定理表明
,

对 Σ 维时空 ∗ Γ

而言
,

场强仍

然是决定规范场的基本物理量
,

但场强所联系的参考系统也应同时给定
7

这样就对场强

是否决定规范场的问题
,

作了有明确物理意义的回答
7

≅三 Α 乓 上的规范场关于时空变换的对称性

用微分三角形位相因子方法来研究规范场在时空中的对称性是相当有效的
,

先以关

于时间平移的对称性作一个例子
7

定义
7

如规范场 厉犷 在时间平移

“一 ‘ Μ
夕

≅∀
7

Α

下变为和自身等价的规范场
,

那末称了 具有时间平移的对称性
7

我们暂且讨论 1 2 Η
群的规范场

7

我们取标准通路 5 [ 为折线 ς 几尸
,

这里 #6 是 尸在
‘

轴上的正投影
7

现用 ≅Π
,

ΥΑ记点 尸的坐标
, Π
记 Π6

,
尹

,

护
7

在平移≅∀
7

= Α下
,

标准微分三角形

≅应称为标准微分环路 Α 3 Κ / #∋## 十 介招
尤
十 Λ#= ς 变为 3

’

Κ ς 洲[ ,#’ 十 Λ#洲 十 Λ#Η /’
,

对于变后的场 乡产
,

来说
,

3’ 的位相因子是 3 的位相因子
,

但 3’ 在
毛

乡产 中的位相因子由

≅
9 Λ必

。 , 。

Α及≅
Π ,

Υ Μ ,
Α

ϑ

决定
,

为使 ⊥ 犷 和 ⊥ 犷
‘

等价
,

其充要条件是存在
。
≅

,
Α 〔&姚

,

使

及≅
Π , Υ

Α 一 ≅
9 Λ 9

≅
,
ΑΑ≅

Η Λ 少
。·。

Α友≅
Π , , Μ ,

Α
7

因为 巾
。 , 。
也单是

Υ, 的函数
,

所以这个充要条件也就是
Η
存在

。

的函数。 ≅
,
Α ‘ & 2 Η ,

使

友≅
Π , Υ

Α 一 ≅
。Λ‘

,

≅
,
ΑΑ左≅

二 , 才 Μ 。
Α

,

≅∀
7

Α

从此就得出

如果 乡产

≅
9 Λ ,

≅
Η , ,

Μ
。Η

Α Α左≅
Π , Υ

Α 一 ≅
9
命≅

。 ,

ΑΑ≅
9 Λ ,

≅
。Η

ΑΑ反≅
Π , Υ

Α
,

≅
9 Λ“≅

。 Η
Μ 。

ΑΑ≅
9 Λ。≅

。 Γ

Α
9 Λ。≅

。

ΑΑ反≅
Π , Υ

Α Ρ 左≅
Π , Υ

Α
7

不化约
,

即 交≅
Π , ‘

Α不属于某一一维子代数
,

那末
9 Λ。≅

, Η
Μ 。

Α Κ 9Λ。≅
,

加Λ ,
≅

, Η
Α

,

≅∀
7

∀ Α

这表示
。 =

ϑ 9Λ 武
。 =

Α是一个同态对应
,

所以重选了 &矶 的基以后
,

≅∀
7

Α可写成

天≅
Π , , Μ ,

Α Κ ≅
9 Λ Χ
邓 ≅_

, Θ ,

ΑΑ互≅
Π , ΥΑ

的形式
,

特别令
才一 5 , , Κ Υ ,

我们得

≅∀
7 ,

Α

7
在本节中我们把友少

, , ,
Λ Π ,

Λ ΥΑ 简记为及。
,

心
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反≅
Π , Υ

Α Κ ≅
9 Λ Χ Π [ ≅_ ΥΘ ∋

ΑΑ左≅
Π ,

5Α
,

≅∀
7

Σ Α

这里的 友≅
Π ,

ςΑ 是任意的
,

但要满足相容条件

反,
≅

Π , 5 Α
Π ‘ Κ 5 ≅Τ Ρ = , , ∀ Α

,

友
Γ

≅5 , ,
Α Κ 5

,

冷
Γ

≅ς
, 5 Α Κ ς

7

≅∀
·

! Α

当 _ 钾 ς 时
,

左≅
Π ,

习 关于
‘
具周期性

,

从而得到

定理 Ε
7

具时间平移对称性的 1 Ω Η

规范场分三种类型
Η

≅= Α 化约为 Ω Η

群的规范场
,

即静态的电磁场
7

≅ Α 严格的静态的场
,

此时 左≅
二 ,

心和
‘无关

7

≅∀ Α 关于
‘
具周期性的场

,

及的表达式为 ≅∀
7

Σ Α
,

_ 等 ς
7

对情形 ≅∀ Α利用
ΧΠ# ≅一 _Υ Θ Η

Α 对 ≅∀
7

Σ Α作规范变换可以得到和
‘无关的规范势

Ο ≅
Π , , Α Κ 友≅

Π , 5 Α 一 宁Θ Γ Λ Υ 7

具空间平移对称性的 & 2 ⎯

场是完全类似的
7

用同样方法可以讨论轴对称的 1 Ω Η

规范场
7

这时标准通路可改选为 ς 尸6[ ,

这里 [ ,

为

尸在 ς 轴上的投影
7

如用柱面坐标 ≅[
, 甲 , ,

ΥΑ
,

我们有相容条件

反
[ [ Μ 天

, Υ Ρ 5 ,

贡
Η

≅5
, 5 , 。 ,

5 Α Ρ 5 ,

友≅5
, 5 , 5 , 5 Α Κ 5

,

≅∀
7

Ε Α

成立 Η

定理  
7

具轴对称性的 & 2 Η

规范场分三种类型
Η

≅6Α 化约为 2 Γ

群的规范场
,

成为轴对称的电磁场
7

≅ Α 严格轴对称的
,

即 搜和 甲无关
7

≅∀ Α 及由

左≅户
, 甲 , , Υ

Α Κ ≅
9 Λ Χ Π [ ≅

, 甲Θ Γ

ΑΑ及≅[ , 5 , 之 ,
, Α ≅∀

7

 Α

决定
,

式中
,
为非 。整数

,

友≅[ , ς , Η ,

ΥΑ 只需满足相容条件

友
[

≅户
, ς , , Υ

Α户 Μ 友
Η

≅[ , 5 , , ΥΑ
Υ Κ 5 ,

友≅5
, ς , , 5Α Κ 5 ,

友≅5
, 5 , 5 , 5 Α Κ ς

7

≅∀
7

? Α

在第三种情形下
,

当空间绕 轴转 ς 角时
,

如在同位旋空间同时绕 Θ Γ

轴转 一 αΧ 角
,

能使 交保持不变
7

我们也可用同样方法讨论球对称的 1 Ω ⎯

规范场
,

结果和文 〔1Δ 相符
,

但那时空间原点

可以为奇点
,

所以还有独立讨论的必要
7

从上述讨论已可看清
,

对于一般的李群的规范场
,

这几种对称性的讨论均可用如下的

步骤进行
Η

≅= Α 选取适当的标准通路 Γ

≅ Α 如有非平凡的 ΧΛ
召

使 ≅9Λ
。
Α反Κ 及

,

那末场必为化约的
,

可归结为研究子群的规

范场 Γ

≅∀ Α 如 ≅9Λ
。
Α及Κ 反必推出

Η Λ 召 Κ 。Λ
。 ,

那末问题就归结为讨论时空对称群到 9Λ ‘ 的

子群有哪些同态形式的问题
7

对于一般的球对称规范场
,

可参阅 〔刘
7

≅四 Α 整体规范场的环路位相因子

〔∀Δ 中已阐明
,

在研究某些物理问题时
,

需要用到整体规范场
7

先简述一下定义
7
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设 8
,

为连通微分流形 ≅物理学中
α Κ Σ ,

可以是 ∗
Γ

除去某些点集所成 Α
, − 是一李

群
,

8
。

上的整体规范场是指
Η

≅6 Α已将 8
,

划分为若干开区域的和集 8
。

一 Ω β9 ≅
。 Κ ς ,

= ,

⋯ Α
, 4

。

称为分解域
,

8
。

上的曲线弧肠往往要注明为 汤飞≅
Γ 。 4

。 ,

χ ϑ 凡Α
,

如又

有 Η 。 。;≅
Η 、 ‘

Α
,

则筋
,
和瓜

个对应
,

它满足

≅ΤΑ 同态条件
Η

有不同的意义 Γ ≅ Α 存在

呱
到 − 的元素 。。

[ 。

的 一

必
Γ ‘5 Γ [ 。 Κ 少

Γ ‘。办少。, [ 。 ,

≅ΤΤ Α 可微分条件
Η 巾‘Μ Λ# 9#

。

由 β
。

上取值在李代数

Λ 二‘Π ‘
决定

7

Ν 中的一次微分形式 。 一

≅Σ
7

= Α

Ο反≅
二Α

根据这两个条件
,

我们可以求出任何曲线弧的位相因子
7

特别若 [ 〔 4
。

α 4 , ,

称 凡凡

为 [ 点的一个转换
,

凡
。

≅约 一 必夕
Η

称为转换函数
,

它满足

≅Σ
7

Α

又 。 , 。 和 &
5 Ο

9 ‘

1“≅[ Α 一 1
; ,
≅[ Α1

, 。

≅[ Α
,

≅尸≅ β 口门.乡门. ‘

Α
7

之间应满足关系

罗一 ≅
“Λ 1 , ·≅[ ΑΑ份Μ 之

,

≅Σ
· =

∀ Α

之由
“如≅# 十 Λ# Α&9

,

≅:Α 决定
〔
,Δ7 这保证 中凡。沁 和点 。

吞
≅在同一曲线弧上Α的选取无关

·

如果在 8
。

上给定群 − 的两个整体规范场 乡: Γ

和 乡犷
,

我们不妨假设 乡产
Γ

和 乡: Η

有

共同的分解域Β>Δ ,

这时场 厌
,

和 乡犷 相等价的定义化为存在函数 凡≅玲≅# ‘ 4
。 , 。

Κ ς ,

= ,

⋯ Α使

尹
χ , [ ·

对于任何的 凡 [ ,
成立

7

一 “占≅。Α曾
。云、& Γ

‘

≅[ Α 尸〔 .
·

α . , α .
·

Α
·

≅Σ
7

Σ Α

现开始叙述环路位相因子方法
7

设 。 为 8
。

上的一个定点
,

设 。 〔4
。 ,

以 。
口

和终点的环路 6 称为 。
。

环路
,

类似于定理 = ,

我们有

定理 ?
7

场 乡产
Γ

和 厉犷
Η

相等价的充要条件是存在
。 〔 ‘

,

使

巾
。

≅6Α Κ 口少。≅6Α
。一‘

=

为始点

≅Σ
7

! Α

对一切 /
。

环路

证明和定理

相因子决定的
7

成立
,

这里 少
。

≅6 Α≅
。 Κ =

,

Α 为 6在
7

乡舒
。

中的位相因子
7

= 相类似
,

故从略
7

这定理说明整体规范场的等价类也是由 。
。

环路的位

现在考虑如何建立标准通路的问题
7

设 8
,

Κ 2 几
,

而且每一 4
。

和
,
维欧氏空间

∗
。

同胚
,

选 )
。

〔 β
。 , Ι , 〔 β 吞 ,

⋯
,

又对每一 4
。 ,

已选定一组特殊的曲线弧集合灭于Γ ≅称

为支路 Α使和≅二Α中的标准通路具相同性质
7

又选定一组曲线弧 。
。

)
。 , /

。

Ι Γ ,

⋯ ≅称为

干路 Α使它们具如下形式

/
口

)
。

Κ /
。

χ
。

χ
。

χ
Χ

χ
;

(
‘

一δ ‘, ‘, Λ ,
9

,
5

)
。 ,

右边
7

瓦瓦
,

百二瓦⋯等是支路
,

又到 (Υ
, δ ]

等为止的截段 ς
口

;
‘ , ς

。

δ ‘
也是干路

,

又这里
,

χ
。

χ;
,

⋯凡 ,
。

是 χ
,

⋯
, , 的转换

7

我们称 55 人灭 二为标准通路
,

记为
7

石沉
,

又/5 ) 7

也是标准通路
,

记为 石两二
7

总之
,

标准通路是由干路和支路连接而成
,

干路本身也是标

准通路
,

并且标准通路万护二对于任何的 尸
。

均应是唯一的 ≅见图 ∀ Α
7

又称 瓦瓦户9#
。

Μ
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图 ∀

/
5

χ
。 , 5

5

χ(
‘ , 5

5

χ;
‘

⋯几
, 5

5

χ ;
。

⋯ 刀‘天‘ , 5
5

χ( ‘

⋯ δ 声才
‘ ,

5
5

χ;
。

⋯ δ Λ, )
5 [ ‘

为标准通路 5 5

χ
‘ , 5 5 ( ‘, 5 5

δ ‘, 5 5
, ‘

,
5

5
)
。 , 5 尸

。

刁尸
口

户丁丁瓦瓦为标准微分环路
,

它的位相因子由取值在李代数中的一次微分形式

搜Κ 及二Λ
Π “Θ

‘

≅Σ
7

Ε Α

给出
7

此外
,

当 [ ‘4
。

门 β 去
时

,

我们又把环路 ς 尹
。

#9 [ 吞[ , ς 的位相因 子 记 为 仇9≅ 即
7

若 尸是某一干路瓦瓦 上的转换点
,

即成立 石厄厄落Κ 瓦瓦尸
口

凡户万百
,

则 石护二#9 [ , 卢二瓦 一

5
。

刀, 刀吞。
。 ,

故必有 价
, 。

≅[ Α Κ

定理 >
7

≅6Α 8
,

上任何

。 7

成立
Η

/
。

环路的位相因子可由 反和 八
Γ
作出 ≅

9 , Ο Κ 5 , = ,

⋯ Α
7

≅ Α 友和汽
Γ
之间必满足下列三组相容性条件

Η

≅ΤΑ 当尸〔.
。

门β 吞时
,

左一 ≅
9 Λ 必

西必

Α左Μ Η

‘ 口 石9
≅Σ

7

 Α

式中
Η
为丸

。

≅# 十 Λ# Α汽
乡
≅约 所定出的李代数元素

7

如

≅==Α 如
。

Η ≅
二Α 为 。

。Π Γ

在
Π 。

点的切向量 ≅ Η ‘ 钾 才
。

Α
,

成立

受
Γ 。

Η ≅
Η Α Κ ς ,

反
Γ

≅涯
9

Α Κ ς
7

≅Σ ? Α

≅===Α 如 #〔 .
。

门. 乡

自.
。

则

必
。。

≅[ Α Κ 价
Χ ,
≅[ Α价

, ‘

≅尸Α
7

满足相容条件 ≅Σ
7

 Α
,

≅Σ
7

!Α
,

≅Σ
7

> Α 的一组 互和 仇
。 ,

必可作出群 − 的规范场

≅Σ
7

> Α

≅∀ Α

使 左
,

价, 9

7

乡产
,

作为标准微分环路的位相因子和环路石几沪二[9#
。
户万的位相因子

7

≅Σ Α 两个规范场≅设 已具相同的分解域及取好同样的标准通路 Α等价的充要条件是存

在
。 〔 − ,

使得

交
,
Ρ ≅

9 Λ 9
Α交

,

≅, Α 规范场 乡犷 化约为群 ‘的子群 −’

必
9 , 〔 −

‘

价
9。 Κ 9 价

。。9 一‘7

=
≅Σ

7

=ς Α

的规范场的充要条件是

≅Σ
7

= = ΑΝ
‘户

、 

这里 ! ∀

一 #
 ∃  

% !
’ , & ∋

一 #
 ∃ 。

% &
‘ , !

,

是 &
‘

的李代数
, 。〔 ‘

(证明) # ∗% 可以把任一 。
。

环路的位相因子分解为标准微分环路的位相因子和 八
。

的乘积

子
,

这里

具体说来
,

设 。
。

环路 ‘有一段穿过 +
。 ,

又设我们已求得了峨
了五 的位相因

,, −
。

是 ∗ 上的一段
,

那末用 互就能求出
. 碑口‘、 尹户, 、

一/
。

0
。

已1
∀

1
。

,
。

的位相因子 这里 凡1
‘
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是 , 上和
众

相连的一段
7 护

一
、、

产口、
肠

如果 , 〔 .
。

门β , ,

乘上 价Γ 。

≅, Α 就 得出 。
。

凡凡, , , , 5石

Κ ς
。

, , , , ς 。

的位相因子
7

陆续用这个手续
,

就能算出整个 6 的位相因子≅见图 Σ Α
7

≅ Α 在上面的计算中
,

如果选 , 十 Λ , 为由 4
Γ

到

. ,
的转换点

,

计算结果应不变
,

因而应有

巾。
。心Μ Λ ,Ο 。Γ ΟΜ Λ

,Ο,
Ο少Γ Ο 5 。价Γ 9

≅, Α

Κ 价Ο。

≅, Μ Λ , Α毋
。。 Γ 。Μ 才Η 。必凡Μ Λ Γ 。‘巾Γ 。5 。

这就是相容条件≅Σ7  Α
7

相容条件≅Σ
7

!Α 的导出和 ∗ Σ

情

形相同
,

≅Σ
7

> Α 由九
。

的定义直接看出
7

≅∀ Α 我们令标准通路的位相因子 巾‘。。

一 。 ,

那末

一切曲线弧的位相因子也就得出来了
,

这时 及可看作

4
。

的势形式
,

九
。

可看作转换函数
,

由相容条件知道它

们给出了一个规范场
,

而依
门

石灭 的作法及相容条 件

知道 妈
。。。

的确是
。 7

/
5
#

5
#

7
Μ Λ #

‘

二 /
5
#
‘
)

7
/

5
才
‘

#7 #
‘

十 Λ #
‘

/
5
[ , , 二 5

5
[ ,

Η
)

ς
ς

ς
)

‘
,
‘
, Γ
凡/

,
Ι逮

。

≅Σ Α 可由 ≅6 Α及定理 ? 推出
7

≅! Α 采用 ≅∀ Α 中所作的规范场
,

依 ≅=Α 和 ≅Σ
7

= =Α 推出任何弧的位相因子属于 −’
,

所

以 乡产 是化约的
7

定理证毕
7

这样我们就对一般的整体规范场提出了位相因子方法
,

并已证明了有关化约性和等

价性的定理
7

图 !

/
5
#

7
#
一
#吞#今ς

ς

Κ 5
5
[

,

凡,7 凡 5
。

5
。

凡凡凡 , , 5
。
/

5
, , 凡[ Ο 凡 5

。

/
5 #一 Ρ /

5 ) ‘# Η
/

5 #吞 Ρ /
5
Ι 一# Ο

5
5
,

,

二 /
5
)

5
,

‘
/

5
, Ο 二 /

5
Ι 9, 。

附注 =
7

在给出规范场的等价类时
,

不必

要给出所有的 沙, 9

≅[ Α
, [ 〔 β

‘

门β 。 ,

例如
,

对

4
。

门β , 的一个连通分支
,

如有一点 , 的仇
‘

≅, Α

为已知Β特别若 。
。

⋯ )
二

,
5

, 乡Ι , 为标准通路时
,

仇
·

≅助 一
‘

Δ, 就可以根据冬和吞作出在这个

连通分支上的 仇式约 来
7

事实上
,

在 4
Η

α β Γ

中
,

曲线弧 筋
,

瓦瓦#9 [ 。瓦瓦的位相因子可

分解为 。尹
9

尸
。

尺
。

尺
。

5
。 , 5

。

,
。

,
。

, 。, , 5
。 , 5

口

, 。

命Α瓦石屯的位相因子的乘积
,

这里第一和第三

环路位相因子由 反和 互可作出
,

而第二个因子
。 Ο

就是 必、≅, Α ≅见图 ! Α
7

当然
,

相容条件还是需

要的
7

我们还要指出
,

整体规范场是可以用环路

位相因子为出发点来定义的
7

在已给的连通微分流形 8
。

上任取一点 。 ,

设 ς 环路的集合到群 ‘的对应 6” 必Η
满足

≅= Α 同态条件 Η 若 6 由 6
Γ

和 = 连接而成
,

则

。6 Κ 少‘。6 Η 7
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≅Α 可微分条件
Η
对任一点 ) 〔8

, ,

必有一和 ∗
,

同胚的邻域 4 ,

使在 β 中给了以 )

为中心的标准通路≅支路 Α后
,

使得微分闭环路 / )## 十 Λ# ) / ≅[ 〔 β Α 的位相因子由
7

> 值

微分形式 友≅
Π , Λ ΠΑ 给出

7

那末
,

根据 必, 就可以定义出整体规范场来
7

事实上
,

可选有限个或可列无限个点 ) 。

≅ς 为 )
。

之一Α
,

作相应的 4
。 ,

使 8
。

Κ Ω 4
。 ,

以 β
。

为分解域
,

依前面所述的方式作标准

通路
,

就得出 么
,
和 反

‘

≅
Π , Λ ΠΑ 的集合

,

由同态条件 ≅6Α 及可微分条件 ≅ Α就可见到
,

任何
ς 环路位相因子可依定理 > 证明 ≅6Α 中的方式重新作出

,

而且 机
占
和 反

‘

必满足相容条件

≅Σ
一 Α

,

≅Σ
一? Α

,

≅Σ
一> Α从而定义出一个规范场等价类

,

又如给定了特殊的规范
,

就得出了规

范场
Υ

乡产
7

如果我们选用另一种分解方式 8
。

Κ 2 ε
。

及另外的标准通路
,

那末就有另一组 么
,

和 毛≅Π
, Λ ΠΑ

,

从而定出另一规范场 乡犷
’ ,

参照
3

乡产
’ ,

环路位相因子仍为中
, ,

因而 乡产 和 乡
‘

是等价的规范场
7

所以得到

定理 =ς
7

满足条件 ≅= Α
,

≅ Α 的映照 少,

唯一地确定了规范场的等价类

注
7

满足条件 ≅= Α
,

≅ Α的对应 巾, 可称为流形 8
,

上的和乐映照
,

由它就能定出以

8
,

为底的一个主纤维丛及其上的一个联络
7

注 ∀
7

定理 =ς 中所说的 乡产 到 乡犷
’

的规范变换可具体给出如下
Η
设 φ

。

相应的中心

为点 ,
。 ,

乡犷
,

相应的标准通路为 / ,
。

及 5 ,
9

#9 ≅[ 〔万
。

Α 把 4
。 ,

ε
。

都作为分解域
,

若

[ 任 4
。

α φ
。 ,

把环路 5 )
。

#,
“

ς 的位相因子作为 么
。

≅#Α
,

么
。

一 必盆
,

依定义可以明显地推

出

价
9 9

≅#Α价
9 ,
≅尸Α Ρ 必

9。
≅尸Α ≅#〔 附

。

门.
。

门 . ,
Α

,

必
9 ,
≅[ Α沙

。。

≅[ Α Κ 价
9 9

≅尸Α ≅尸〔φ
。

门φ , 门 .
。

Α
7

此外
,

由环路关系

/ )
5

## Μ Λ# )
。

/ Ρ / 才
9

#,
。

/ ,
9

## Μ Λ #,
“

/ ,
5

# 十 Λ# )
。

/ ,

得

巾。 , 。Γ Μ ][ [ , 。。 一 价
9 9

≅[ Μ Λ [ Α巾
。 Γ 9 [ 十己Γ [ Γ 9 5

价
9 9

≅[ Α
7

从此就得出

及
。

≅
Π , Λ Π

Α Κ ≅
9 Λ价

9 9

Α夜
。

≅
Π , Λ Π Α Μ 人≅必

9 9

≅尸Α
, ]必

9 9

≅尸ΑΑ
7

≅Σ
一 = Α

这就是 友
。

和 左
。

间的转换关系
7

注 Σ
7

如果我们给定的是关于点 5’ 的闭环路位相因子 叭
, ,

同时又存在
“ 〔 − 使

必, ,

Κ ≅
9 Λ 召

Α必
,

对任何 6’成立
,

这里 6 Κ ς ς=
‘

ς
‘

ς
,

ς ς
’

为取定的弧
,

那末
,

由 叭
,

所定出的规范场和 由妈

所定出的规范场属于同一等价类
7

注 ,
7

定理 ! 可推广如下
Η
如果 8

,

上有两个规范场 乡产
Γ

和 乡
,

满足如下条件
Η

≅6Α 对于 8
。

的同一分解 8
。

Κ 2 β
。

和同一组标准通路
,

标准通路的位相因子相同

≅不妨取为
。

Α
7

≅ Α 在 β
。

门4 ,

≅∀ Α 在各个 β9

的每一无干路通过的连通分支上
,

各有一点 尸
,

使 讥
Γ
≅尸Α Κ 价

。 ,
≅尸Α

,

中依γ99≅9 一 ‘,

Α所作的规范场强度相同
,

那末厌
,

和 雳 等价
·
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这事项是由本节注 = ,

定理 > 和定理 ! 直接推出的
,

由此可见
,

在非 ) ΟΧ 6规范场的情

况
,

在标准通路位相因子已给的条件下
,

场的强度及若干个闭环路位相因子决定了规范

场
7

作者非常感谢杨振宁教授
,

他和作者就有关的题材作了多次有益的讨论
7
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