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一个 引入规范场 的方法

刘
,

耀 阳
;中国科学技术大学<

摘 要

通常关于规范场的讨论是以波函数为基础进行的
5

用这个方法研究旋量粒

子在引力场中的行为时
,

遇到了波 函散在广义座标变换下为标量的著名问题
5

本

文提出以代数结构
,

2= >
代数或 74 ?≅ 89 代数为基础讨论规范场的方法

,

引入了一

个代数表示群的概念
,

把波函数的表示问题 同表示群联系起来
5

表示群可以是整

体的
, 也可以是定域的

,

分别与波 函数的整体和定域变换相对应
5

按照这种方法

研究规范场的问题发现
,

对于杨
Α Β =Χ 场这类涉及内部自由度的问题

,

给出的结

果和常规的方法一致
5

借助于改变代数结构对旋量粒子引进 引力
,

发现象 Δ >Ε

所用 的Φ= >? Γ>= 9 不再 出现
,

波 函数也不再表现为标量
,

而是以和 Η〕=?8
Ι 理论相一

致的方式进行变换
5

进一步的问题也作了讨论
。

引 言

爱因斯坦引力理论给我们提供一个非常好的范例
,

他把作用力同时空性质联系起来
5

杨一Β= , 给我们提供另一个范例山
,

即把基本粒子之间的相互作用和某种内部空间性质联

系起来
5

杨一Β= , 理论最吸引人的地方在于其可重整性
,

这样就促使人们去尝试按照规

范场的观点去看待引力问题
5

在经典理论中
,

没有类似于同位旋这种内部自由度
,

但是在

ϑ=? 8Ι 理论中却存在着本征自旋 ∗ 反粒子这种经典理论所没有的内部自由度
5

按照这个

思路
,

最早从事这项工作的是 1 Κ=Ε
8 Λ 8 切

5

为了和杨
Α Β=Χ 场的讨论完全平行地进行

,

他引

用了 Δ >Ε Χ , 的标架 ;Φ=
>ΚΜ >=9 < 概念

,

其所导致的二个启果是波函数在广义座标变换下是

标量
5

关于这一点有着各种尖锐的批评
,

并被认为是引力理论一个很丑的方面团
5

通常关于规范场的讨论是从波函数出发
‘

,

研究定域变换下理论的行为
5

本文试图改

变问题的提法
,

其想法是基于这样一个事实
Ν
无穷小算符对应于观侧量

,

如在杨
Α Β= Χ 理

论中 价是同件旋算符
,

在 压?8Ι 理论中风 了 ,

是速度算符叭 所谓量子效应在数学上便

表现为这些算符的代数行为
,

弄清楚了它们全部的代数行为也就弄清楚了全部量子效应
5

于是问题归结到一个代数求解问题
,

全部代数解由一组变换给出
,

这组变换构成一个群
5

1 >
代数的情况

,

这个群就是原来群的正则表示
,

74 ?≅ 叨
5

代数的情况比较复杂
,

可以证明

存在这样的群
,

并有一个子群
,

这个子群就是 24 ?>9 ΚΟ 群
,
若仅限于子群上考虑

,

它就是

本文 珍加年 呼月 Π 日收到
5

, :Θ 年 Ρ 月 ! 日收到修改稿
。
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24 ?>9 ΚΟ 群的旋量表示
5

第二节中
,

我们把这个方法应用到杨
一Β = Ν

场问题上
,

发现这个方法和常规的方法是

等价的
,

所给出的群参数明显地看出
Σ

ΧΤ ;之歹的紧致性
5

第三节讨论旋量粒子在引力场中

的行为
5

若限于 24 ?>9 ΚΟ 子群
,

所得结果形式上和以往得到的等价
,

但物理内容是不同

的
5

这里不再需要标架
,

波函数也不再是标量
5

所给出的群参数
,

使我们明显地看出群的

非紧致性
,

这种非紧致性会给引力场的量子化和重整化带来麻烦
5

二
、

杨一Β = Χ

场

考虑一个场 必
,

它是 & 1仅<群的表示
,

在群变换下

沙 , 沙 Υ “
;> <价

‘ ,

Τ
;> < Υ > 〔Κ ‘,

, ,口, , ς 。‘官,气
,

; <

Ω “
, ‘, Ξ 一 ! Ψ , , ‘ , ,

口‘一 。‘, , 口, ,
5

;∀ <

其中 8 是常数
5

当人们研究全部群的变换时
,

只要使 : 取任意常数就够了
,

但要记住一

点
,

这么作的时候已假定 ;< 中出现的 , ‘是 ;∀ <的一个特定的解
5

我们要问
,

取 ;∀ < 的

不同解代人 ;< 会发生什么情况Ζ 显然若 , Ψ 是 ;∀ < 的解
,

则
Ν
Ψ Υ

,
;[ <

Ν =Τ ∴
;[ < Υ Ω 尺∴

;[ < Ξ
, ]Ν , ,

尺;[ < Υ
>〔石‘. , , [ ,]

;Π <

也是 ;∀ < 的解
5

其中 [ 是任意常数
, . ‘是 Ν , 的正则表示

, , ;司 是群的正则表示
5

;Π <解

释为把
Ν ‘
看作群的作用空间

,

对应的群表示是群的正则表示
5

把 ;Π < 代人 ; <
,

可看出一

个确定群的元素能用不同的无穷小算符表示出来
,

只要群参数间满足下面关系

⊥
”

、
。“‘, ‘ 一

。‘’ Ψ‘Ψ
,

“
‘

一 “;[ <>
,

”一
Η
”∀

Η
·

_口
Π
⊥

;⎯ <

现在把 口固定
,

让
Ν ‘
跑遍所有 ;∀ < 的解

,

求群的覆盖情况
5

所有
, , 的解就是在 ;Π <中取

所有 [ 的实数值
,

再由 ;⎯ < 得
,

“
;8<”

Τ
;[ <

Τ
;><

Τ ∴
;[ < Υ “

;, ;[ <口<
,

α 户、、Υ ⊥ ;! <
, ;[ <口尺;户<口 ς 口口

5

上式告诉我们
,

把 8 看作欧氏空间的矢量
, , 是一个转动

5

如选择只有 8
,

不为零
,

则以第

三轴为转动轴的转动对 : 不产生影响
,

因此实际上 , ;刃 中有效参数少一个
,

加上 日
,

本身

作为一个参数
,

;分 的实际群参数是三个
,

这正是 Χ1 ;∀ < 所要求的
5

考虑到 >=? 几 的周期

性
,

选择 一 , ; 口
,

《 二 ,

;! < 式给出群参数的变化范围是以 , 为半径的三维欧 氏球
5

另外

数学上已严格证明 ΧΤ ;∀ < 的群参数是三维欧半径为
。
的球Ω’

,

这样就证明了群元素能够

由绕某一个轴的转动和无穷小算符的全体来描述
,

并且等价于通常的整体变换
5

群参数

在有限区域变化的性质叫做紧致性
5

上面讨论中所说的
? ‘解的全体实际上并不是真正解的全体

,

把 [ 换成任意时空函数

[ ;幻
,

;Π <仍旧满足对易关系 ;∀ <
5

很自然地希望把不变性的要求扩展到包括
Ν ‘的定域
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表示
,

进而假定 氏是绕第三轴的定域转动 氏;幻
,

有

, 橇很夺母争麟碱护;的知;口;
, <<

Τ ∴
;[ ;

二< < 一
Τ
;尺;[ ;二< <口5Ν

二< <
,

万赫谕夏
二< β ;, ;

Ν
<。;

二<<一。;
劣<。;二<

5 ‘

;6 <

同样的理由
, 。

;左;[。
斌

幻犷穿荃你 ,
闭和氏;幻 求和等价于通常的定域变换

5

根据定域规范变换的观点
,

杨一Β== Χ

学量表示的不定性相联系的
5

得到一个断赞 布华墨赘夕
看裂孔瘪彝和力

三
、

引力场中的 ϑ =?8 Ι
粒子

上一节
,

以杨
一Β = Χ 场为例说明了我们的方法和通常方法的等价性

,

这一节用来讨论

压?8 Ι
粒子问题

,

它是本文的中心
5

自由 压
?8Ι 粒子的拉氏函数是

丫 一 生 χ=子;
Ν
<

·

8
。

必;
Ν
< ∴ Μ

·

。
Η

,

∀
;Ρ <

χ尹
,

尹Η 一 ∀广
5

;Χ<

为了简单
,

略去了质量项
5

我们采用 δ] 4? ε。 度规
,

扩吞
是 Β=9 ε4 Δ Χε= 度规张量 ΩΡ

5

穿 不

变的 2/ ?>9 ΚΟ 变换是

φ
‘

, φ
‘

ς 乙;, <
‘, φ , Γ , 2 ;刃< 一

。” ,

; <

, ;
二< 峥 , ;二< 一 Χ;, <,

·

;
二·

<
, Χ;, < 一

。青产‘
·, ‘ ,

;一。<

‘

、
‘

一 Ε ,’ ,

; <

这些是大家熟悉的结果
5

而如果认真对待 ;Χ< 式时就会发觉
,

扩吞 在变换 ; <下不变很好

理解
,

而 8 不变的 ; < 式便不好理解了
5

这需要再考查 ;Ρ< 式
5

照 习惯在写下 ;Ρ< 时
,

理解为 尹 是 Θ 尸8 四个矩阵
,

子5

, ∴“而且 “一
。,

实
5

际上
,
“是一个固定的矩 , 如 , 一

;
Θ

Θ 一 <
,

而一般说来 ‘。不Α

定等于 夕但可以等于 夕
5

那么究竟 8 应当怎么取
,

这个问题首先为 #8 Τ = 研究 ΚΧΞ
5

他指

出 压?8 。
矩阵 8 ,

夕解不唯一
,

要保持 8’, 夕的厄米性
,

不同解之间能相差一个相似变换或

酉变换国
,

8 ,
硬 ς Φ 8 乏Φ ∴ ,

夕
,

一 Φ夕Φ ∴ , 1 1 ∴ Υ
5

; ∀ <

这当然没有多大兴趣
5

但保持 。夕厄米性的变不必需是酉的
,

记为 Φ ,

只要满足

8, , 议
‘一 ;. 一,

<∴8
’‘. 一, 夕一夕一 ;3 一 ,

<
∴夕

‘

3 一, 一 了
5

; Π <

或将上式改写成协变的形式
,

丫 不变的变换是

妙 , 尸 Υ φ “ ,

尹、 尹 Υ Φ’一
,

必;幻 一 沙;幻 一 3 训;幻
5

; ⎯ <

其中 3 可表示为

. Υ
。 Ω? ‘, ? 用Ξ>‘用 ,

? ‘Υ Ω ? ‘ ∴ ,

5

? Υ 一
,

尸 一一 = 气 户 一 一‘沪
,

尸 Υ 尹

户 Α 一 了 , ,

户 Α 一尸丫 , 尸 Υ 一尸尸
,

?Χ Υ 一=尸尸
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丫 Π Ξ

? , ∀ 一卫 Ω 二
。 , 二‘

? 4 Υ

? Π 一

了 Ξ
, ∋’“ 一 了 , 了 ∀

Ε

Κ

一∀

卫 Ω , 。 , Ν ,

Ξ
, , “

0 ! Α 一 ,
5

考虑到 0 之间的对易关系

Ω 0 ∋ , 0 “ Ξ ς =. ∋“ ”

∋’
” ,

Ω? ‘
, ? ‘ Ξ口‘“ 一 =? , 6 ‘

, 口‘一 ? “。>‘
。

. ‘“ ”

是实的全反对称结构常数
,

只要要求渝
Ν ,

氏
,

口
Π ,

Θ:
,

:
、Ν ,
口

, Π ,
口

Ν 、,

口
6 ,

日Ρ
,
口, ,

口。,

日
Ν

是实数就能满足条件 ; Π <
5

类似于 ;Π < 的结果是
?

, , Υ Φ“? ‘. Υ Ω 。‘. ‘>‘Ξ Ν ,

户 Υ 尺;8<
‘,

户
,

;.
‘
卜

”
一 一=. ‘, , ,

「

尺;>< ς 。‘.> ‘
5

; ! <

; 6 <

:巧 是虚数
,

口
Ψ ,

6 , ,

; Ρ <

把 ? 换为 8
,

便得到 丫矩阵之间的变换关系
5

所以变换; ⎯ <是一个 了矩阵之间的正交

变换
,

变换矩阵 , ;的 构成群
,

我们叫它为 矩阵的表示变换群
5

尸
,

?
“ ,

? ‘,

?
, ,

?
, ,

? “

实际上是 2/
?>9 ΚΟ 群的无穷小算符

,

所以 3 有一个 24? >9 ΚΟ 子群
5

值得强调的是
,

变换之

前 必和 历以及变换之后 扩 和 刃之间的关系由同一个 夕表示

俩一 沙十夕
,

刃 Υ 斌
十夕

5

; Χ<

但是若变换之前 Θ Υ 夕
,

变换之后的 尹
”

不一定等于 夕
,

要根据 ; Ρ< 定出 尹
。

5

助
?>9 ΚΟ 座标变换和 矩阵表示变换不变性

,

使我们可以考虑一个特别的不变变换

尸” φΤ Υ 2 ;叮<8Γ φ’吞 ,

沙;
二< 一 价;二< 一 & ;叮< 3 ;日<&

一‘
;刃<价

,

;
φ ‘

<
,

;  <

? ‘” 0 ‘一 2 ;刃<
‘, , ;: <

。‘?
, , 5

其中 2 ;帕认是以 ? ⋯ ? ” 作为基的 2 4

?>9 ΚΟ 座标变换的表示
,

它是可约的
5

;  < 是自

由 ϑ =? 8Ι 粒子整体连续对称性全部结果
,

因为 Χ 和 3 是两个独立的群
,

适当调节两个群参

数
,

就能得到全部 ϑ =? 8Ι 方程对称性变换
5

如果限于 3 的 助?>9 ΚΟ 子群
,

并且取 > Υ 刃 ,

便

有 尹 一 “
‘ ,

这就是通常 ϑ= ?8Ι 理论 2/
?‘Κα 变换的结果 ; <

5

本节一开始提出的问题

得到了回答
,

那只是一般情况 ;  <极特殊的情况
·

5 Σ

回头再研究 3 变换
5

仿照 &1 ;∀ <
, 3 的任意元素由某一组元素经无穷小算符全体表

示有

3 ;Θ <” 3 ;户<3 ;口< 3 一 ,
;[ < ς 3 ;, ;[ <口< 一 3 ;口

,

<
,

Γ,>
,

一 韶
,

占一 ;>
,
少

,

⋯尹< 宁 一 叔
[ <。

5

;∀Θ <

把 /看作 Ρ 个空间性座标 : 个时间性座标的 Β=9 ε4 Δ Χε = 空间
, , ;刃 相当于这个空间的

正交变换
5

相互对易的无穷算符有三个
,

可选为 ? ‘,

? “
,

? , , Φ ;Θ< 一 >=; ?γ > ∴?
‘

,6
‘

∴? 吻?,<
5

再把 , ;刃 中对应 ? , , ? ” , ? 万的转动挑出来
,

它们对 : 不产生影响
,

则 , ;刃 中有效的群

参数等于 ∀ ,

加上 >
,

尹
,

6, 总数正好 ! ,

这就是说群的元素的确可以经 3 ;>< 和 , ;刃

全体或无穷小算符全体表示出来
5

Θ 是实数
,

因为周期性
,

其变化区间是 一 ,
,

, ,
>’>

巧

是虚数
,

其变化区间是 一=Ι4 、
·

=Ι4
·

,

数学上叫非紧致性
5

总共 : 个虚参数
,

每个都产生非

紧致性
,

这说明这个群和 Χ 1 ;∀ < 群很大的不同
5
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上面结果显示出
,

为了得到群变换可以从一些群元素出发
,

经对生成元求和得到全体

群元素
5

初看起来这么作似乎没有必要
,

因为对 Χ 1 ;∀ < 和 3 ;的 都没给出新结果
,

但也 只

能说对 & 1 ;∀ <和 3 ;Θ< 是这样
,

当考虑到 2 ;妇推广时情况就不同了
5

记住了这一点
,

以

后为了书写简便
,

把 3 ;刃 3 ;Θ< 3 一 ;司 直接写为 3 ;: <
,

口是 ! 个独立群参数
5

把 ϑ= ?8 。 粒子本征自旋和正反粒子看作四个内部自由度
, 3 ;Θ< 看作内部自由度变

换
,

根据规范场的精神引人定域变换
·

Α

’

φ
。

一 妙 Υ 2 ;, <
‘Γ φ , , ,

沙;φ < ” 沙;二< 一 & ;刃< 3 ;口;
二< <&一

,
;刃<必

‘

;
φ ‘

<
,

;∀ <

? ‘β ? ‘ ς 2 ;刃<
‘, , ;8;

二< <
。 , ?

, ” 5

为保持 丫 不变
,

必须把普通微分换为协变微分
,

但还不够
,

尸 也要作变换
,

新的 “ 不再

是常数
5

这便促使我们把 尹 看作场
5

本文暂限于 3 的 24
?>9 ΚΟ 子群情况

,

这时 ;∀ < 退

化为

φ
‘

” φ
8

一 2 ;刃<
‘右φ ‘Γ ,

沙;
二< ” 必;

二< 一 & ;刃<& ;>;
二< <&ΑΑ

,

;刃<价
,

;
φ ,

<
,

;∀ ∀ <
8

一 二
‘

一 Ω 2 ;叮<2 一
,
;: ;

二< < Ξ
⎯ , ?

‘Γ
5

并且

Χ;, <& ;Θ ;
·< <!ΑΑ ;Ν <

一
告
〔“‘·、

,

“8, , “;·, ‘’吞
一 ”;‘, ‘· ,

;∀ Π <

上式表示
,

24
?>9 ΚΟ 座标变换表现为把 矩阵看作普通空间的矢量进行变换

,

也就是说对

旋量表示 2 4? >9Κ Ο 座标变换求和化为对四维矢量的 24 ,
Μ8

Ο 座标变换求和
5

这一点非常

重要
,

因为根据前面讨论 &1 ;∀ < 和 3 ;>< 的经验
,

使我们有理由经过修改对易关系而引进

广义座标变换
,

就是说认为代数结构是根本的
5

已经知道 24 ?>9 ΚΟ 变换不改变 74 ? ≅8 9 代

数结构
,

而广义座标变换将改变 74 ?≅89 代数结构
5

所以我们假定
,

把 ;∀ ∀ < 推广到广义座

标变换时经过以下步骤
,

首先是 ;Χ< 推广为

χ二
“ , ,

,

Η Υ ∀  “ , ,

;∀ ⎯ <

由于 Ε “

和 η” 是 ι 的函数
,

我们把拉丁指标换为希腊指标
,

不进行座标变换而只有 丫 矩

阵表示变换的情况假定为

ι 拜

一 ι 拌
Υ φ’气

;∀ ! <

、∀ 5
‘、
、7

、性

,‘1月只1,,‘,‘了、了、了几
、

沙 
‘! ” 必 

二! 一 ∀  #!价
’

 二!
,

入 。! 一
。

母
‘邵 ·口’二

我们来求为保持 丫 不变 了的变换性质
,

由 ∀

口“
,

口
, ,
一 厅”

’

口
, , ,

∃
, ,

一 一日
, , ,

得

%
, 二
一 & 那口

。, ,

口
∋ ,

( & 洲∃ 洲
,

口
, , ( 一 ∃ , ,

) 一& 邵∗
口, & 口

,

再由  + , ! 可导出 − ”

与 . “,

的对易关系
,

/ 了
” , 口, ,

0 1 + −/ & ”
”

− ,

一 & 拌, −
”

0

利用  + ∗ !
、

 + 2!
、

 + 3 !
,

并注意经 & “
,

升降指标可证

入一 , 丫“八 1 乙 ∗ !
” ,

4
’ ,

5
, ’

一  5 一‘!
”。

 + 6 !
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因此得到 了 产

的变换关系
、

了、、了八1‘5门,,、7了、
8

9、
、

了产 呻 : 产
( 5氏

料

尹
, ,

将  +勺 左右各作用 ∀ 一‘和 ∀ 得

, 一合
∀一’‘− 一 下”∀ −

。 , ,

( — 飞; 尸

+

:
’,

< ( 广
,

就是说 5= 哪
>
变换不改变度规张量

下面把广义座标变换看作一个平移群 闭 ,

它只作用到无穷小算符上
,

则包括广义座标

变换的变换关系是

? 产 一卜 ? 拜

沙 
二
! ≅

( 妙 了

沙 
4 ! 1

·
。 Α

一

音Α器一器一0
,  ·,

’·

<
,

‘

 
·‘

,

一 ∀  日
‘

!沙
,

 Β ,

!
,

 Χ + !
∀  ””
一

Δ

Α令
‘

·

。
, ·∋

<
””

一器
”
·

,

影

了

⋯
少

−
、

为求 了“

的变换关系
,

先求

∀ 一,
 %

‘

! 丫
“∀  口

‘

! 1 5  口
,

!
“ ,
了

’ ,

4  。
,

!
·,

一

黑
4  Ε !

· ,

翼Φ 言
一

Φ ? ‘

把上式中 并到微分算符上组成不变量
,

则得到

二

一
4  。!、
翼

, , ,

或 ,

一黑
4  。! , 。 ,

,

气

Φ 了
尸

Φ 万 ’

 Χ Χ !

 Χ , !

将  + , ! 左右各作用以 ∀一‘ 口
,

! 和 入,
,

! 得

& ∋

一 粤
, 一 , 。

,

! Α, , ,
,

·

<,  。
,

! 一
Γ

− 口Β 拜

+ 口Β , 。

Ε Β ,

. Β , 尹
Α了

‘“ , −
, 夕

<

口Β 产 Ε Β ,

Ε Β , “

Ε Β , 口

&
, 。口

&
‘Ε夕 −

。 , 月

) — Η ;
)

+

了 , <  Χ 3 !

 Χ 3! 正是我们所期望的结果

公式  Χ+ ! 清楚地显示出波函数的旋量性质以及变换矩阵对两个独立群参数的 依 赖

关系
,

因为根本就没有用到标架
,

所以可以得出结论
,

标架在讨论 ΙΗ
ϑ ΕΚ 粒子的引力行为

时完全是人为的因素
,

这些是和以往讨论不同的乌, , 不过可以证明
,

形式上又是等价

的 为此把 : “

用标架场展开

− “
一 % 气了

‘ , 了 ,
( % , Λ 丫 , ,

,  %
,

! 一
。

译
。‘, ‘, · ,

 Χ ∗ !
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>Γ 。 Υ > ” , 。 > , , Γ>
, , 5

可以证明

;6⋯的
吞 。“

几
>今, ,

;口⋯口<
’ Ψ ,

2 ;口<
Γ > “

几
> 一 Γ 2 ;日<

, , ,

;Π Ρ <

2 ;日<
” ,

一 > 产‘。> 一 Γ 2 ;口<
‘, ,

纂影影器器器

代人 ;Π ⎯ <得

, 邵 4 φ , 户

/ Ν 沙

。

几乙;Θ <
‘, 吞5

;Π :<

这便是标架场的结果
5

建立在标架场基础上的引力理论
,

已为许多人讨论过即
, ,

完全相似地不用标架概念

也可以建立起引力理论
,

而且 ϑ= ?8 。
波函数是旋量

,

在此不准备重复
5

从上面的讨论
,

自

然会得到一个概念
,

Σ

即所谓 环
? 8Ι 波函数的旋量行为实质上是 下矩阵作为速度观测量算

符表示的行为
,

设想不考虑 丫矩阵的表示群变换而只考虑时空座标变换
,

波函数的旋量行

为就根本表现不出来
5

因此本文提出的间题和标架场理论物理上并不等价
5

最后要提到
,

弄清楚 ϑ=
? 8Ι 波函数在广义座标变换下的不同行为有没可观测效应是

非常有兴趣的
5

我们也希望知道
,

和标架场比较当进行量子化和重整化时是否是相同的
,

因为我们知道
,

相当于标架场理论的定域 24 ?>9 ΚΟ 变换实际上是十个独立函数
5

另外
,

只

讨论 了矩阵表示变换 3 的 24 ?>9 ΚΟ 子群也是不完全的
5

这些问题将另行讨论
5

我要感谢和阎沐霖同志有益的讨论
5
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