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8

要

从 空间结构方程 出发
,

讨论了湘关的 .= ΔΔ Α: = 方程的几何意义
8

我们指出

测地投影所满足的 .= Δ ΔΑ := 方程本质上表示了空间的无挠性
8

近年来
,

人们对于孤立子方程的研究越来越广泛
,

尤其是对二维 ∀= 、
一

/ 6? ≅ 6> 方程的

有关讨论已经相当地深人:7, ” 8

而与 ∀/ 方程有关的几何性质 Β例如与伪球面相关的问题 Χ

的讨论更进一步揭示出这类方程的内在几何属性
8

.
8

(Α ∀ΑΕ = 用简明的几何语言对孤立子

类型的方程与伪球面的关系作了系统的阐述 阎 ,

也指出了 .= ΔΔ Α:= 方程形式与线性方程之

间的某些联系
8

近来
,

我国侯伯宇等人对于手征模型中的 Φ 6 ΔΕ7Γ> ≅ 交换 ΒΦ 2 Χ 的几何意

义作了细致的研究
,

指出两个伪球面间的变换 ΒΦ2 Χ 所相应的几何过程
,

包括其公切线与

. 让ΔΑ := 方程形式之间的关系
〔习

8

这些都是有兴趣的结果
8

本文的目的在于讨论与 ∀=>9
一

/ 6? ≅ 6> 方程相联系的几何中 Β或更大的几何框架中Χ存

在 .= ΔΔ 6 := 方程的本质
8

我们将指出
,

此处出现的 .= Δ ΔΑ := 方程的本质在于它表示了空间

的无挠性
8

设 Β苦
Η ,

矛Ι ,

乙Χ 是 , ’

空间中的活动标架
8

某坐标矢量 牙的平移与标架的转动满足

≅妥一 Α ‘若ϑ ,

Β7Χ

≅矛, 一 诚言∀
, = ,

Κ
,

及
· ·

一
7

,

Ι
,

#
8

ΒΙ Χ

以及 叫 一 一。 Λ
8

Β# Χ

其相应的空间结构方程为

≅ Α ‘一 Α Κ+ 。 Λ
,

ΒΜ Χ

≅。‘Ν 。季八。飞
8

Β Χ

我们选择 声#

为 尸 中某个曲面 艺 上某点处的法向
,

而 苦,

与 若Ι 则处于该点的切 平面

上
8

当矢量 资限制在曲面 艺 上移动
,

则

介 一 汾子
Η
十 护子

Η ,

ΒΟ Χ

引人

本文 ;∃ <Ι 年 月 Ι Π 日收到
8
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&
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# , ∃艺& % 功苦&
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( ,

这时  劝 与  习 式两个结构方程变为

一 一。苦,

一 。 #言( , )言
(
一 。 ∗苦&
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∃护 兰 。, 护
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∃。 % 一。‘, − . , ∃ 。,
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对于高斯曲率
‘ % 士 ∗ ,

可有即

护八功
∗ ∋ 护, 扩 % /

∃ − . % 一。 , / ∗

 0 ∀

 ∗/ ∀

、户、!
了、1,!,∗2‘3一∗

曰2二了‘、
沙
了、.‘、∃功 % 干了八护

对于单位实球  或虚球 ∀
,

∗引 % ∗ ,

有

4 (
一 , 1 5, 6 一 7

币

劣

二今

一
# 劣

对实球

对虚球

将 菇 与 介
,

表达式相比较
,

得
口, % 之少

, 功#
%

其中对实球 又 % ∗ ,

对虚球 几% 一∗ 当 二 % 一 ∗

又∃.
,

时
,

以上几何可以包含 89 方程囚

我们知道
,

任一球面  伪球面∀ 均局域性地等距  :+ −; <=> :? ∀ 于同一曲率的实球  虚

球 ∀栩
,

故可将一个球面  伪球面 ∀的讨论化为单位球 虚球∀的问题

对于 ≅ ( 空间的固定坐标系
,

可引人
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∀
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%  Β , , 占& ,

石
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、
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注意
,

由于 ‘与 : ,

ϑ指标均具有正交性
,

故对任意 : 均成立

时∋ 对 ∋ ‘ & % ! 1 护

引人量

> % 亘土竺
∗ 一 又?

由  ∗Ε ∀ 式易知
> % 上 ∗ 十 又?

。 一 :洛
&

由  ∗Κ ∀
、

 ∗ Λ ∀ 两式可以计算 ∃ > ,

同时将  ∗ Δ∀ 式代人
,

遂得如下的 几< ? Α = : 方程
,

, ∗ ,
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即有
? Θ 了

,
Ρ

8

、

? 一 ?
Α Ν

Ν , Ν
一

Ν
甲代二

8

, Σ Ν 4一
7少, Τ Τ Τ , 二二二 ,

; Θ ? ? 7 十 Υ ?

? ? 一 ;

; Θ ? ?

‘ Ν Θ ;

ΒΙ ; Χ

将 ? 代入 ΒΙ ;Χ 式后
,

我们就得到方程 Β; Χ 的一组解
,

这是

不失一般性可令 又 Ν 一= ,

同样可证 Β;劝 成立
8

在用 护
,

护 表达时
,

这时 .= ΔΔ Α:= 方程为

的情况
8

对 ‘ Ν 一 ; ,

汀? 一 生Β
Α Η

Θ =。 Η

Χ 一 =6 ? 士生Β。
Η

一 =。Η

Χ?
, ,

Ι Ι
ΒΙ Ι Χ

上式中的 士号相应于
二 Ν 士 ;

8

对于 二 Ν 一 ; ,

ΒΙ Ι Χ 式正是文献〔#ς 中出现的 形ΔΔ Α:= 方

程
8

但我们业已看到
,

此中的 .= ΔΔ Α:= 方程本质上是嵌人 , ”

中的球面 Β或伪球面 Χ 的结构

方程之一

—
无挠方程

8

因此
,

它并不与 (Α ∀ΑΕ = 的提法完全一致
8

为了更清楚地看出此中的 .= ΔΔ Α:= 方程本质上是测地投影形式下的无挠方程
,

我们讨

论一下更一般的情形
8

利用对称空间的 。 群的基底
,

在内空间维数 成 时
,

沿用文献 〔Ος 中的结果
,

我们可

以将空间结构的挠率张量 2留同曲率张量 0梁
,
表示如下

Η

2岛
, 一 。

, 9

犷
, 一 。

, 9

留
, 一 Ω 9

留
,
氏

Ξ Α , 一 。
二
Ξ ,口留

“ , 7
,

ΒΙ # Χ

0卿
, Ν Α

Λ

民
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,

Α犷
‘ , 一 Ω叱

Α

泊二叮
〕一 氏

Ξ Α ,<梦
口 , Ψ

,

ΒΙ Μ Χ

其中 约
,

⋯ 为时空指标
,

Β
Α ,

户 二 Χ 为内空间指标
8 。

尸 表示标架
,

心川 表示相应群的联

络
8

当空间具有常曲率时
,

有

0比
口 , 一 友Β

。
犷

, 。
护

, 一 才
, 9
二

Ξ ,

Χ
,

友Ν 常数
8

ΒΙ Χ

例如当所有指标均只取 ; , Ι , # Β表以 = ,

Κ
,

劝时无挠
、

常曲率的条件变为

Α , 。

Ζ
· , 一 9 ‘Λ ‘入Ζ

Σ , 9

分
, Ν 6 ,
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与

、少
?、

、勺了[Π,一,‘.气
夕

‘
、

Α
名

八4
·’一 。, ,7

Α ’∋ < 。, 。, &
Β ’,7

‘, 一 夜< ‘吞‘。
7
Β ’<

7
·, ,

其中

如果进一步在

 # 0 ∀

 (/ ∀

上式中 :
,
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,
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,
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当 夜% ∋ ∗  ‘ % 一 !∀ 时为 89 方程
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上面所讨论过的 形 ΔΔ Α:= 方程仅仅利用了方程 ΒΙ Ο Χ 式
,

即挠度 为零的方程
,

由于

2留 Ν 刀产尸 一 ∴ 碑尸
,

Β#Μ Χ

其中

∴
, 。
护

, 一 。
, 9
护

, 一 <犷
口, 。
护

, 8

Β# , Χ

故 ΒΙ Ο Χ式相当于取了较强的条件

∴
, 9
犷

, 一 Π
8

Β# Ο Χ

我们可以将以上的讨论与过去的工作对比
,

从而可以更明显地了解它们的含义
8

选

择所有指标均取 = ,

Κ
,

友Ν ; , Ι ,

#
,

则 Β# ΟΧ 变为Β令
, Ν # Χ

。,苏一 元
,  才一 。,

Β# Χ

此中又
, 就是文献 〔 Ψ 中的 谕

8

将上式乘以 ≅ 
‘,

且令 苗 Ν 入
=
≅ 

‘为 ; 一形式发甫式
,

即有

≅戒一 苗 ] 筱 Ν Π
8

Β# Χ
在文献 Ω ; 中的作法是将规范势 又

, 用 戒部分地表示出来
8

Ω注意现在矢量符号表示
“

同

位旋
”空间的矢量

,

而叉乘符号表示
“同位旋

”空间的矢积
,

而 =
,

Κ
,

互表通常空间
8

Ψ 但是我

们可以讨论上述的逆问题
Η 对某一定的 入

,
Β或 苗Χ

,

如何由此而确定满足 Β# Χ 的 戒呢 ⊥

引人 才 Ν Β
Α , Σ , Δ

Χ
,

且 Α ,

Θ Σ _
Θ Δ ,

一 7八
, ,

以及 砧 Ν Β奶
,

一。, ,

一。Χ
,

则 Β# Χ

给 出 Β; Χ 式
,

从而给出如Β; Χ所定义的 ? 满足 .= ΔΔ Α:= 方程
,

换言之
,

这里的 形Δ Δ
Α:= 方程

本质上是用平行位移为零的无挠条件给出了已知 41 决定 苏的测地投影的方程
,

即为 .= “Α:=

方程
8

为了强调此间的 .= ΔΔ Α:= 方程的来源独立于曲率张量
,

我们再举出一个简单的例子
8

对四维情况
,
挠度为零的方程为

Α
, 9
护

, 一 <梦
口, 。
护

, 一 Π , 产Η ⎯
Β碗夕Χ

· ·

一
; , Ι , # , Μ

8

Β# ∃ Χ

式中 9Β 沪 对内指标 Β叨Χ 是反对称的
8

对任意时空指标
⎯
为固定时

,
、

引入

9
护

, 一 Β
Α , 石, Δ ,

ΥΧ
,

、,了、_ ς
Ω”
刁且月,月,了、

‘

‘
、

、少了、1,白门ϑ月,斗了、
1、

以及 ∃ 。
犷

, % Α
, <
犷,∃ Σ 拼 , 。‘

“夕, 一 口妙
,∃ Σ 娜 ,

则  ( 0 ∀ 式给出

∃ Α 一 。‘.Β ∋ 。‘( ? ∋ 。‘

分
, ∃ Β % 。# ‘Α ∋ 。# ( ?

∋ 。 #

乍
,

∃ ? 一 。 ,
“ ∋ 。邢 Β ∋ 。 (

分
, ∃ Ξ % 。“Α ∋ 。 Β ∋ 。‘丫

,

或为与  ∗Δ ∀ 式一致
,

引人记号 。 , 。、

与 。,

使

∃ Α 一 。Β 一 。 Ψ ? 一 伪Ξ
, ∃ Β % 一。 Α 一 。& ? 一 妈Ξ

,

∃ ? % 。 : Α 十 。 .Β 一 ΑΞ
, ∃ Ξ % Α , Α ∋ 内Β ∋ Α ?

定义相应的投影
>

,

一 巴土# 互
,

? ∋ :Ξ

当标架满足
Α , ∋ Β , ∋ ? , ∋ Ξ

, % − ,

时
,

亦即标架为零模时
,

对  Χ # ∀式取微商
,

并以  Χ ∗∀ 式代人
,

重复以上运算
,

可得

∃>
‘

一合
〔 仍

∗

一

专
。 

。, ,

一 :Α !

∀ ∋ :  。
#
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’

∋ :。 ,

∀ 一 :  。
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在这个例子中
,

对应的几何结构已不再是描述 ∀/ 方程的几何
,

但仍存在 .= ΔΔ Α:= 方

程
,

因为它仅仅表示投影几何的无挠特性
8

如何将本文所述及的观念扩大到更一般性的几何空间性质的讨论中去
,

是个很有兴

趣的问题
8

特别是如何将 .= “Α:= 方程
、

二维可积系统以及规范理论更进一步地
、

有机地

结合起来是值得考虑的问题
8
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