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摘要 在简析蒙特卡罗方法的基本思想和实现的基础上, 给出了在熔合裂变反应研究中常见的两类随

机方程: 主方程和Langevin方程的模拟算法. 完成了3个实例的计算, 并与实验结果做了比较.
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1 引言

原子核大振幅集体运动, 例如重离子熔合反应和

受激复合核裂变, 可以看成是一个热涨落驱动的布朗

运动. 也就是把表征核表面形状变化的宏观参数处理

为在多维空间运动的布朗粒子的集体坐标, 内部核子

被视为一个热浴, 两者的耦合给出集体变量的摩擦和

耗散. 布朗粒子在形变势能面上的位置就对应于一个

核形状. 在复合核形变过程中, 还伴随着轻粒子 (主要

是中子)从复合核中随机地发射出去. 目前, 研究这类

问题的主要手段是扩散模型
[1], 可以用Fokker-Planck

方程、Langevin方程和主方程来描写. 形变势能包括

液滴模型中的库仑能、表面能和转动能三部分加上壳

对修正, 而坐标依赖的惯性和粘滞张量分别根据无旋

不可压缩流体力学和墙加窗单体耗散机制获得. 各种

反应截面、断裂前中子发射多重性及复合核寿命、裂

变碎片角分布、裂变碎片动能–质量–电荷分布等实验

观测量均可以用扩散模型来计算.

原则上讲, 数值求解偏微分方程 (Fokker-Planck

方程)比常微分方程 (Langevin方程)麻烦的多, 尤其

是多维和动力学系数依赖于坐标的复杂情况. 蒙特卡

罗(MC)方法是模拟由常微分动力学方程描述的轨道,

从而获得任意时刻由很多实验粒子组成的系综的统计

分布, 计算某些输出量的平均. 然而由于MC方法的

计算结果的误差具有随机性, 因此对结果可靠性的检

验是必要的, 尤其是对时间步长的非依赖性.

2 蒙特卡罗方法的基本思想

蒙特卡罗方法也称随机模拟方法
[2], 基本思想是

确定一个统计量, 其数学期望正是所要求的值; 或构

造一个概率过程, 它的某些参量为欲求问题的解. 该

方法的特点是: 受问题的条件影响不大; 收敛速度和

误差与维数无关; 不必进行离散化处理; 具有较强的

直接解决问题的能力; 便于并行计算等. 但它比确定

性数值算法的收敛速度慢. 鉴于这些优点, 这一方法

在许多领域被广泛地使用. 实现MC算法的核心步骤

是由已知分布抽出简单子样, 然后计算目标量的统计

分布或数字特征量.

现以射击运动员打靶平均成绩为例, 来说明MC

方法的基本思路.

E(g)=
∫b

a

g(x)f(x)dx, (1)

其中f(x)是弹着点的分布密度函数, g(x)是统计量

(成绩). 它的MC估计是

ĜN =
1
N

N∑
n=1

g(X(n)
F ). (2)

显然, 这不同于数值积分的求和公式, 这里变量的样

本点X(n)
F 是由f(x)随机抽样得到的. 可以说MC方法

更符合物理过程本身, 因为大分布密度区间中的样本

点被取到的概率大, 对积分的贡献也就大. MC方法的

最低要求是能计算一个与样本点个数有关的统计量
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ĜN , 对任意小的ε, 应有

lim
N→∞

P
(
|ĜN −G|<ε

)
=

1√
2π

∫Xα

−Xα

exp
(
− t2

2

)
dt,

(3)

式中ε就是MC误差, 写作

ε =
Xασ√

N
, (4)

Xα是一个与置信水平相联系的常数, σ是统计量g在

分布密度函数f下所抽取的实验点的计算均方根差.

MC计算结果是以一定概率收敛于真值. 从MC的误

差公式可以看出, 提高MC方法的精度不能盲目地增

加实验次数, 而是应设法降低实验方差, 后者就是MC

方法的技巧所在.

为本文的需要, 现列举常用的几种抽样方法.

(a) 直接反函数法: 设f(x)是一个定义于 [a, b]区

间的分布密度函数, 任选一个随机点XF , a 6 XF 6 b,

F (XF ) =
∫XF

a

f(x)dx = ξ, 这里 ξ是一个 [0, 1]区间均

匀分布的随机数 (许多算法语言的一个固化库函数).

如果可以求出原函数的反函数, 那么XF =F−1(ξ).

(b) 舍选法: 考虑定义在 [0, 1]的分布f(x), 并假

设f(x)的极大值为M . 现产生一对 [0, 1]均匀分布随

机数ξ和ξ′, 如果Mξ′ 6 f(ξ)成立, 则Xf = ξ; 否则继

续做判断. 这样所得到的随机变量XF的集合构成了

f(x)分布.

(c) 复合抽样法: 已知f(x) =
∫∞
−∞

f2(x|y)f1(y)dy,

其中 f2(x|y)是一个条件概率密度分布函数, 先由

f1(y)抽样出YF1 , 代入f2(x|y), 则XF =XF2(x|YF1).

(d) 加分布抽样法: 已知f(x) =
N∑

n=1

pnf (n)(x),

其中, pn > 0和
N∑

n=1

pn = 1, f (n)(x)是n个分布密度

函数. 现产生一个 [0, 1]均匀分布随机数 ξ, 如果
n−1∑
i=1

pi <ξ 6
n∑

i=1

pi, XF =XF (n) .

由于MC方法收敛速度慢、误差具有随机性, 因

此最好能将MC方法与部分解析和确定性数值计算相

结合. 这里提及MC的技巧之一: 重要抽样. 即改变统

计量和分布函数的形式, 但不改变所要求的统计量平

均. 用以下的数学形成来表达

E(g)=
∫
g(x)f(x)dx=

∫(
g(x)f(x)

f∗(x)

)
f∗(x)dx, (5)

依 g(x)f(x)在随机变量取值范围内的重要性确定

合适的密度分布函数 f∗(x), 从 f∗(x)中抽样, 使

σ2[g(x)f(x)/f∗(x)|f∗(x)]达到极小. 这样一来, 能达

到用较少的样本点而获得较高的精度.

3 两类常见随机方程的数值模拟

3.1 主方程的蒙特卡罗模拟

主方程曾被成功地用来研究相变 Ising模型, 最近

在双核模型
[3]
研究超重核合成机制中显示出生命力.

设分布密度函数P (x,t)非负和可归一, 即

P (x,t) > 0和
∫

Ω

P (x,t)dx = 1, 其满足以下的主方

程

∂P (x,t)
∂ t

=
∫

Ω

W (x′→x,t)P (x′, t)dx′−
∫

Ω

W (x→x′, t)P (x,t)dx′, (6)

P (x,t=0) = S(x), (7)

式中W (x′→ x,t)是跃迁函数, S(x)为初始分布. 现定

义一个跃迁率: Wt(x,t) =
∫

Ω

W (x→ x′, t)dx′, 表示系

统在状态x和时刻 t, 单位时间内向周围各态发生跃迁

的总次数. 则原方程变为

∂P (x,t)
∂ t

+Wt(x,t)P (x,t)=
∫

Ω

W (x′→x,t)P (x′, t)dx′,

(8)

将主方程写成差分解的形成并整理, 有

P (x,t+∆t) = [1−∆tWt(x,t)]P (x,t)+

∆t

∫

Ω

W (x′→x,t)P (x′, t)dx′, (9)

本文用最大跃迁率MC方法模拟主方程. 跃

迁率Wt(x,t)与x和 t均有关, 但其有界, 令Wmax =

max[Wt(x,t)]. 现选时间步长为∆t = W−1
max, 可将

式(9)写成迭代形成

Pn+1(x) =
∫

Ω

W̃ (x′→x,tn)Pn(x′)dx′, (10)

P0(x) = S(x), (11)

其中 tn =n∆t,

W̃ ∗(x′→x,tn)=
(

Wt(x′, tn)
Wmax

)
W (x′→x,tn)

Wt(x′, tn)
+

(
Wmax−Wt(x′, tn)

Wmax

)
δ(x−x′),

(12)

满足

∫

Ω

W̃ ∗(x′→x,tn)dx=1.

分布P (x,t)的样本可用以下方法产生:

(i) x0由初始分布抽样产生;

(ii) xn给定后, xn+1由W̃ ∗(x′→x,tn)抽样产生.
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注意到第二步是一个加分布抽样. 产生一

个 [0, 1]区间的均匀分布随机数 ξ, 如果 0 < ξ <

Wt(x′, tn)W−1
max, x从条件概率密度分布函数W (x′ →

x,tn)/Wt(x′, tn)中抽样; 否则, x=x′.

这样, 我们就把主方程的时间有关的解转变成一

个MC复合抽样过程[4]. 如果人们只感兴趣稳态下的

结果, 可以利用细致平衡原理下的Metropolis算法[5],

借助于能量判剧, 通过构造一个人为的Markov链而

获得最终的解.

3.2 朗之万方程的随机龙格–库塔算法

原子核的大振幅集体运动, 例如熔合和裂变过程,

可用如下的多维Langevin方程组来描写

q̇i(t) = m−1
ij (q)pj , (13)

ṗi(t) = −∂V (q)
∂qi

−γij(q)m−1
jk (q)pk−

1
2

m−1
jk (q)
∂qi

pjpk +gijΓj(t), (14)

式中随机力Γi(t)满足: 〈Γi(t)〉 = 0和 〈Γi(t)Γj(t′)〉 =

2δijδ(t− t′). 现用随机龙格–库塔算法迭代求解,

qi(t+∆t)= qi(t)+
∆t

2
[m−1

ij (q)pj +m−1
ij (q∗)p∗j ], (15)

pi(t+∆t) = pi(t)+
∆t

2
[hi(q,p)+hi(q∗,p∗)]+

1
2
[gij(q)+gij(q∗)]

√
2∆tΨj , (16)

q∗(t)和p∗(t)为坐标和动量在单步迭代中的预估值,即

q∗i (t) = qi(t)+m−1
ij pj∆t, (17)

p∗i (t) = pi(t)+hi(q,p)∆t+gij

√
2∆tΨj , (18)

式中

hi(q,p) = −∂V

∂qi

−γijm
−1
jk pk(t)−

1
2

m−1
jk

∂qi

pj(t)pk(t), (19)

gikgkj = Tγij . (20)

Ψi是均值是零、方差为1的高斯随机数. 在每一步的

预估和修正中, 所用的高斯随机数是相同的, 其为

Ψ (1)
i =

√−2lnξ1 cos(2πξ2),

Ψ (2)
i =

√−2lnξ1 sin(2πξ2).
(21)

本算法的精度是二阶的, 但不像随机泰勒展开算

法那样还要对非线性的漂移项和噪声强度作微扰展

开, 避免了对复杂势场力和乘性噪声因子项再一次求

空间导数, 因此是值得推荐采用的[6]. 应该强调的是,

用MC模拟随机过程尤其是对涨落量高次矩的计算,

需要进行结果对时间步长的变化规律的检验, 只有呈

现平台状, 数值结果才是可靠的. 我们在物理上曾提

出时间步长的选取应该“宏观小微观大”[7].

白噪声是一个快变化的量, 在迭代的每一步, 将

它对时间积分的冲量作为一个随机变量, 用高斯随机

数来模拟. 对于色噪声驱动的随机过程, 不能仅根据

噪声关联函数来确定噪声冲量的强度, 而且还应将它

的驰豫性体现出来, 即用一个白噪声驱动一个线性微

分方程的解变量来表示色噪声
[8]. 对于含记忆阻尼的

广义Langevin方程, 应通过引入中间变量, 将之转换

成为一个Markov-Langevin方程组[9]. 对于含大参数

的 stiff问题, 可采取所有线性部分精确闭合递推[10],

而非线性项用龙格–库塔算法的综合策略. 对无法用

一个Langevin方程来产生的噪声或空间噪声, 可使用

快速Fourier变换方案[11, 12].

4 应用举例

我们在早期的工作中, 用二维Langevin方程的

MC模拟系统地计算了多个锕系核及较宽能区的裂

变碎片动能和质量分布的平均值和方均涨落
[13, 14],

与实验结果符合. 这些输出量强烈地依赖于碎片的

形变. 本节用实验粒子组成的一个系综随时演化的

Langevin模拟, 给出我们最近的一些熔合与裂变结果.

4.1 重核熔合几率

采用二参数{z,ε}双中心壳模型描写两重离子接
触到形成复合核的过程, 这里z是两碰撞核质心距减

去球形复合核半径的一半, ε为颈部参数. 基于熟知的

方法计算Langevin方程中用到的二维形变势能、惯

性和粘滞张量. 初始时刻在接触点置Ntotal个具有相

同动能的实验粒子, 时间有关的鞍点通过几率的数值

定义为
[15]

Ppass(t)=
Npass(t)
Ntotal

, (22)

式中Npass(t)为 t时刻已通过复合核形变势能鞍点脊

线, 且能到达球形复合状态 (x = 0, ε = 1)的粒子数.

通过几率的稳定值就是重核熔合几率Pfus. 在图1, 我

们计算给出了 100Mo+110Pd反应系统的熔合几率随质

心能量的变化, 并与一维扩散模型 (ε=1)的结果和实

验数据进行了比较. 从中可见, 二维Langevin模型给

出了较好的结果.
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图 1 100Mo+110Pd反应的熔合几率随质心能量的

变化

黑点是实验数据.

4.2 裂变速率

在初始时刻, 我们将N0个实验粒子置于复合核形

变势能的基态, 坐标是一个δ分布, 动量满足热平衡分

布. 时间有关的核裂变速率数值定义为[16, 17]

r(t)=− 1
N(t)

∆N

∆t
, (23)

这里N(t)是 t时刻仍在复合核裂变势阱内而未越过裂

变鞍点的粒子数, ∆N(t)为在 t∼ t+∆t间隔内从阱内

越过鞍点而不再返回阱内的实验粒子数.

图 2 用3种统计方法计算的 254Cf核的裂变速率

图2是 254Cf核的裂变速率随时间的演变. 其中,

最上方的曲线是以往的实验粒子首次通过鞍点的计算

结果, 最下面的曲线系实验粒子到达断点的结果. 可

见前者比后者大了几乎两倍. 因此, 许多作者认为裂

变不能定义在鞍点而只能在断点. 这里, 中间的曲线

是我们提出的实验粒子最后一次离开鞍点作为裂变速

率的定义, 稳定值与断点结果一致. 这是因为我们的

方法计及了每个粒子在热涨落作用下在鞍点附近反复

振荡, 即鞍点回流效应[17]. 这解决了裂变速率鞍点的

有效性问题, 对一般的亚稳系统也有意义.

4.3 裂变核断点前中子发射多重性

MC方法计算中子从裂变核中随机蒸发的做法

是
[17]: 在模拟的每一步抽取一个 [0, 1]均匀分布随机

数ξ, 看中子半衰期τn与时间步长∆t的比是否大于这

个随机数, 如果∆t/τn > ξ, 将有一个携带一定能量的

中子蒸发出去, 复合核的温度降低; 否则无中子发射.

对每条从基态出发断点态终止的轨道均进行这样的

判断, 然后对所有的轨道中发射的中子数做平均[18].
223Th裂变核的断点前中子发射多重性的MC结果在

图3中给出.

图 3 223Th裂变核的断点前中子发射多重性

空心三角点为理论结果, 带误差棒黑点是实验数据.

5 小结

蒙特卡罗方法在核反应问题的研究中入手容易、

程序简单, 是以大量随机样本的统计平均为代价. 用

该方法求解主方程, 实质上是变成了一个抽样过程,

对同一时刻每个粒子所处的位置与动量进行统计, 可

以得到分布密度函数; 用该方法求解Langevin方程,

核心是在每一迭代步用高斯随机数模拟随机力冲量.

两者均能推广到多维情况, 而后者又可方便地考虑真

实的势、坐标和温度依赖的动力学系数. 基于这两种

技术对超重核的合成机制
[19, 20]

的研究正在进行中.
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