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摘要 回顾和比较了原子核转动谱的几个常用公式, 对目前已观测到的正常变形和超变形转动带的分

析表明, 二参数ab公式和三参数abc公式是参数数目相同的公式中与实验符合得最好的公式, 可供实

验工作者方便采用.
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基于对称性的考虑, Bohr & Mottelson在绝热近

似下给出轴对称原子核的转动谱的 I(I+1)展开公式

(取带首能量为参考, 见文献 [1]中式 (4-46))

E(ξ)= Aξ2 +Bξ4 +Cξ6 +Dξ8 + · · · , (1)

式中ξ2 = I(I +1), (对于K=0带), I为原子核角动量,

K为角动量沿对称轴 (取为z轴)的投影. 对于K 6=0的

转动带, 能谱公式 (1)中ξ2换为ξ2 = I(I +1)−K2. 更

细致的讨论见文献[1]. 特别是K=1/2带, 与I成线性

关系的脱耦合项很重要, 必须考虑进去, 见文献 [1].

利用式 (1)对大量实验数据的系统分析表明[1, 2],

对于稀土区和锕系区的正常变形 (ND)基态转动带 (在

带交叉发生前),

(B/A)∼ 10−3, (C/A)∼ 10−6, (D/A)∼ 10−9, (2)

可见展开式 (1)的收敛性是好的. 对于超变形 (SD)核

转动带, 收敛性更佳[3],

(B/A)∼ 10−4, (C/A)∼ 10−8, (3)

因此, 人们常用Bohr-Mottelson如下二参数公式 (AB

公式)去分析核转动谱的实验数据,

E(ξ)= Aξ2 +Bξ4 , (4)

与式 (1)相应的运动学转动惯量J (1)和动力学转动惯

量J (2)为
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式中Ix是原子核角动量沿转动轴 (取为x轴)的投影,

Ix =
√

(I +1/2)2−K2 =
√

I(I +1)−(K2−1/4)≈ ξ, (IÀK), (6)

而带首转动惯量为

J0 =J (1)(0)= J (2)(0)= ~2/2A . (7)

原子核转动谱的另一种常用表述式Harris的ω2展开
[4]

E(ω)= αω2 +βω4 +γω6 +δω8 + · · · , (8)

式中ω =
1
~
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是经典转动角频率. 按~ω =
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这是转动角动量与角频率之间的关系式. 对于偶偶核

基态带 (K=0),
√

I(I +1)= 2αω+
4
3
βω3 +

6
5
γω5 + · · · , (10)

利用ξ和ω的关系式 (9), 可得出与Harris的公式 (8)相
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应的J (1)和J (2)表示式

J (1)(ω)/~2 =2α+
4
3
βω2 +

6
5
γω4 + · · · ,

J (2)(ω)/~2 =2α+4βω2 +6γω4 + · · · ,
(11)

与Bohr-Mottelson的转动谱二参数AB公式 (4)相应,

Harris的二参数转动谱公式 (αβ公式)

E(ω)= αω2 +βω4 , J (1)(ω)/~2 =2α+
4
3
βω2 ,

J (2)(ω)/~2 =2α+4βω2 , J0/~2 =2α.
(12)

可以证明
[5], 二参数Harris的公式与可变转动惯量模

型
[6]
等价.

20世纪70年代Saethre等[7]
分析当时原子核转

动谱数据后, 认为Harris的ω2展开式优于Bohr-

Mottelson的 I(I+1)展开. Mottelson指出[8], 如果

Harris的二参数公式 (12)成立, 则 I(I+1)展开式 (1)

中的参数中只有两个独立, 它们有下列关系[1]
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即
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=1, 即
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=0 . (13)

但后来大量的实验数据, 包括稀土区和锕系区

的正常变形核基态转动带
[2]
和A ∼190区超变形转动

带
[3]
大量数据的分析, 都确切表明I(I+1)展开式中的

各参数之间的关系与式 (13)有明显偏离, 见图1和2.

图 1 取自文献[2]. 图中W-Z指二参数ab公式

基于Bohr哈密顿量, 对于非轴对称度不大

(sin2 3γ ¿ 1)的稳定变形核, 文献 [9, 10]导出了如下

转动谱公式
[11] (简称ab公式):

E(I)= a
[√

1+bI(I +1)−1
]
. (14)

对于K 6=0带, 可把I(I +1)→ ξ2 = I(I +1)−K2.

与ab公式相应的转动惯量为

J (1) =J0 [1+bI(I +1)]1/2 =J0

[
1− ~

2ω2

a2b

]−1/2

,

J (2) =J0 [1+bI(I +1)]3/2 =J0

[
1− ~

2ω2

a2b

]−3/2

,

(15)

J0 = ~2/ab为带首转动惯量. 式 (14)和 (15)对ξ2进行

展开, 收敛半径为Ir ∼ 1/
√

b. 与可变转动惯量模型比

较,参数b∼ 2σ, σ为原子核软度(nuclear softness). 如

对ω2进行展开, 考虑到ω =
1
~

dE

dIx

, 可得出[3, 12]

~2ω2

a2b
=

b [(I +1/2)2−K2]
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< 1 , (16)

所以转动能和转动惯量对ω2展开是收敛的. 由此可以

理解为什么转动谱的ω2展开优于I(I+1)展开. 按ab

公式的 I(I+1)展开, 可以证明, 与Harris的二参数公

式的结论式 (13)不同[2],
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=

1
2
,

A2D
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5
24

. (17)

按图1和2的分析, 实验分析的结果与Harris的二参数

公式的结论有明显偏离, 即
AC

4B2
和

A2D

24B3
都系统小于

1, 而是围绕ab公式预期值 (17)式上下有一定的起伏.

图 2 取自文献[3], R=AC/4B2. 按Harris二参数

αβ公式, R=1, 而按ab公式 (14)展开, R=1/2

文献 [13]用几种转动谱公式分析了稀土区和锕

系区的正常变形核的基态带. 包括: Bohr-Mottelson

二参数AB公式和三参数ABC公式, 可变转动惯量

(VMI)模型公式, 推广的可变转动惯量 (GVMI)模型

公式, FDSM(Fermion Dynamical Symmetry Model),

HYB(Hybrid Model)和ab公式 (该文称为WZ公式).

分析结果表明, ab公式与实验结果符合得最好.

此外, 按αβ公式, 带首转动惯量J0/~2 = 2α应

为不依赖于ω2的常数. 但实验资料分析表明[12—14],

参数2α随ω2有大幅度涨落. 与此相比, 按ab公式,

J0/~2 =1/ab,随角动量I (或转动频率ω)的变化,则比

较平滑和缓慢
[12]. 所以转动谱的二参数ab公式 (14)

优于Harris的ω2的二参数展开αβ公式 (12), 而αβ公
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式又优于 I(I+1)展开的二参数AB公式 (4). 其原因

在于
[12]
在求解Bohr哈密顿量的本征值问题时, 没有

做绝热近似, 即把振动和转动自由度同时予以考虑,

在一定程度上考虑了振动对于转动的影响. 这表现为

转动惯量和原子核形变不再保持为常数, 而是随角动

量I或转动角频率ω而变化. 对于稀土区和锕系区正

常变形核的转动带
[12]
和A∼190区超变形核转动带的

分析
[3]
表明: 用ab公式拟合每一条转动带所得出的

1/ab并不严格为常量, 而是随角动量 (或角频率)有微

小变化, 所以ab公式还可以进一步改进. 文献 [12]考

虑了Bohr哈密顿量中势能的高阶 (非简谐)项kβ4, 则

ab公式可以改进为如下abc公式,

E(I)= a
[√

1+bI(I +1)−1
]
+cI(I +1) . (18)

上式中最后一项是一个微小的修正. 分析表明, abc公

式可以很好描述实验观测到的大量正常变形和超变形

转动带. 对于超变形带 (非轴对称度很小, sin2 3γÀ 1),

abc公式尤其适用. 用abc公式去拟合每条超变形带

的众多能级所得出的方均根偏差一般小于10−3. 与

abc公式 (18)相应的转动惯量为

~2/J (1) = ab[1+bI(I +1)]−1/2 +2c,

~2/J (2) = ab[1+bI(I +1)]−3/2 +2c.
(19)

以上分析表明, 在原子核转动谱的二参数公式中,

ab公式最符合实验, 而三参数公式中, abc公式最好.

利用转动谱的实验数据, 可用最小二乘法提取最佳参

数a, b或a, b, c. 根据公式 (15)或 (19)即可获得转动惯

量J (1)或J (2), 以及角动量顺排随角动量变化的信息.

对于超变形转动带,自旋尚未测定, ab式或abc式

可用于判断SD带自旋指定是否可靠. 对A∼190区的

SD带, 由于其最低能级自旋值 I0较低 (一般小于10),

用ab公式或abc公式可以很确切地指定 I0值. 其中

某些SD带的 I0指定值已为后来的实验观测所证

实
[15, 16].
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Abstract Some common used rotational spectrum formulas are reviewed and compared. Analyses for the experimen-

tally observed normally deformed and superdeformed rotational bands now available show that the two-parameter ab

and three-parameter abc formulas are the best compared with the other formulas with the same number parameters,

and may be conveniently used by experimentalists.
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