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Abstract:  The  exact  solution  of  the U(5)-O(6)  transitional  description  in  the  interacting  boson  model  with  two-
particle and two-hole configuration mixing is  derived based on the Bethe ansatz approach.  The Bethe ansatz equa-
tions are provided to determine the model's eigenstates and corresponding eigen-energies. N = 2 and N = 4 cases are
considered as examples to demonstrate the solution features. As an example of the application, some low-lying level
energies and B(E2) ratios of 108Cd are fitted and compared with the corresponding experimental data.
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1    Introduction

2n 2n n = 0
n→∞

The interacting boson model (IBM) has proven to be
extremely successful  in  the  description  of  both  the   col-
lective valence shell [1] and multi-particle-hole [2–4] ex-
citations in nuclei.  Most  noticeably,  the IBM Hamiltoni-
an without  configuration  mixing  can  be  solved  analytic-
ally  in U(5)  (vibrational), O(6)  (γ-unstable),  and  SU(3)
(rotational) limits [1],  as well  as in the U(5)–O(6) trans-
itional  case  [5].  In  contrast,  configuration  mixing  due  to
multi-particle-hole  excitations was considered to  gain an
understanding of the shape coexistence phenomena by as-
suming different  symmetry  limits  of  the  IBM for  differ-
ent  configurations  [6– 12], which  has  proven  to  be   suc-
cessful in  describing  intruder  states  and  shape   coexist-
ence  phenomena  in  near  closed  shell  nuclei,  typically
those around proton numbers Z~50 and Z~82 [2–4]. Re-
cently,  the  intruder  configuration  mixing  schemes  with
-particle  and  -hole  configurations  from    up  to

 in the U(5) (vibrational) and the O(6) (γ-unstable)
limits of the IBM-I were proposed [13, 14], whose simple
Hamiltonians, suitable  to  describe  the  intruder  and   nor-
mal  configuration  mixing,  prove  to  be  exactly  solvable
based on the SU(1,1) coherent states.

The configuration mixing schemes in the IBM [2–4]
can be considered in both IBM-II and IBM-I with no dis-

N = 2 N = 4

108Cd

tinction between neutron-type and proton-type bosons, as
shown  in  [7– 10,  13–16].  In  this  study,  we  demonstrate
that the U(5)↔O(6) transitional Hamiltonian of the IBM-
I with two-particle  and two-hole configuration mixing is
also exactly solvable based on the Bethe ansatz approach.
The results of   and   cases are considered as ex-
amples to demonstrate the feature of the solution. To ap-
ply this theory, the model is employed to fit some low-ly-
ing level energies and B(E2) ratios of  .

2    Model and its exact solution

The  Hamiltonian  of  the  U(5) – O(6) transitional   de-
scription  in  the  IBM-I  with  two-particle  and  two-hole
configuration mixing is expressed as [2–4]

Ĥ = PN Ĥ(1)
0 PN +PN+2Ĥ(2)

0 PN+2+PĤmixP, (1)

PN PN

N +2

where    and P  are  the  projection  operators,  where 
projects  to  the N-boson  subspace,  whereas P  projects  to
the subspace with N and   bosons,

Ĥ(i)
0 = a(i)

s S 0
s +a(i)

d S 0
d +g(i)S +S −. (2)

i = 1For    and  2,  these  are  the  U(5) – O(6)  transitional
Hamiltonians [5], and

Ĥmix = gs (S +s +S −s )+gd (S +d +S −d ) (3)
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S + = S +s −S +d
S +s =

1
2 s†2 S +d =

1
2 d+ ·d+ = 1

2
∑
µ(−1)µd†µd+−µ

s† d†µ dµ
S −ρ =

(
S +ρ

)†
ρ = s

S 0
s =

1
2 (n̂s+

1
2 ) S 0

d =
1
2 (n̂d +

5
2 )

n̂s = s†s n̂d =
∑
µ d†µdµ α(i)

ρ g(i) gs gd

↔

α(i)
ρ , 0 g(i) = 0
α(i)
ρ = 0 g(i) < 0 2(α(i)

d −α
(i)
s )

α(1)
s

∆ = 2α(2)
d −2α(1)

d = 2α(2)
s −2α(1)

s

N +2
{α(i)
ρ , g(i)} i = 1,2

is the two-configuration mixing term. Here, 
with   and  , where
 (s) and   ( ) are the creation (annihilation) operators

of s- and d-bosons, respectively,   for   or d,
  and  ,  respectively,  with

 and  , and  ,  ,   , and   are real
parameters.  The  U(5) O(6)  Hamiltonian  (2),  which  is
equivalent to the consistent-Q formulism of IBM but dif-
ferent from that used in Ref. [5], is in the U(5) (vibration-
al)  phase  when    and    or  in  the O(6)  (γ-un-
stable) phase when   and  . Because 
is the energy gap of d- and s-bosons,   is considered to
be  zero.  In  a  previous  configuration  mixing  study,

  is  considered  according  to
the energy of the lowest intruder state to reduce the num-
ber  of  parameters.  The  shape  phase  within  the N-boson
and  -boson configuration controlled by the two sets
of parameters   ( ) can be different in terms
of their description of the shape (phase) coexistence.

N ⊕ (N +2)

⊃ ⊃ ⊃ |N nd νd ηL M⟩
nd

The  Hamiltonian  (1)  can  be  diagonalized  in  the
-boson  subspace,  where  the  complete  basis

vectors in each configuration can be considered as those
of U(6) U(5) O(5) O(3) with  , where N is
the total number of bosons,   is the number of d-bosons,

νd
O(5)

{S ±ρ , S 0
ρ} ρ = s,d

  is  the d-boson  seniority  number  labeling  the  irrep  of
, L is the angular momentum quantum number, M is

the quantum number of the third component of the angu-
lar  momentum,  and  η  is  an  additional  quantum  number
required  to  distinguish  different  states  with  the  same L.
Moreover,  the  two  sets  of  operators    ( )
that  are  two  copies  of  the  SU(1,1)  algebra,  satisfy  the
commutation relations

[S 0
ρ′ , S ±ρ ] = ±δρ′ρS ±ρ , [S −ρ , S +ρ′ ] = 2δρ′ρS 0

ρ. (4)

nd νd
|N nd νd ηL M⟩

S Ud ⊗S U s

Equivalently,  for  a  given N,  ,  , η, L,  and M,  the
orthonormalized  basis  vectors    can  also  be
expressed as those of  (1,1) (1,1) with

|N, ξ νs νd ηL M⟩ = (−1)ξN(S +s )
N−νd−νs

2
−ξ(S +d )ξ |νs; νd ηL M⟩,

(5)
nd = 2ξ+ νd ξ = 0,1,2, · · · , 1

2 (N − νd − νs)
νs = 0
where    and    with

 or 1, where the normalization constant

N =
(

2N−νd−νs−ξ(2τ+3)!!
ξ!(N − νd −2ξ)!(2νd +2ξ+3)!!

) 1
2

. (6)

(−1)ξ

S Ud
S ± = S +s −S ±d

S Ud(1,1)⊗ S U s

The conventional phase factor   shown in Eq. (5)
for  (1,1) is adopted, which is consistent with the gen-
eralized  pairing  operator    used  in  Eq.  (2).
The matrix representations of    (1,1) under
the basis vectors (5) are given by

S +d |N, ξ νs νd ηL M⟩ =− 1
2

√
(2ξ+2)(2νd +2ξ+5) |N +2, ξ+1νs νd ηL M⟩,

S −d |N, ξ νs νd ηL M⟩ =− 1
2

√
2ξ(2νd +2ξ+3) |N −2, ξ−1νs νd ηL M⟩,

S 0
d |N, ξ νs νd ηL M⟩ =1

2
(νd +2ξ+

5
2

)|N, ξ νs νd ηL M⟩, (7)

and

S +s |N, ξ νs νd ηL M⟩ =1
2

√
(N − νd −2ξ+2)(N − νd −2ξ+1) |N +2, ξ νs νd ηL M⟩,

S −s |N, ξ νs νd ηL M⟩ =1
2

√
(N − νd −2ξ)(N − νd −2ξ−1) |N −2, ξ νs νd ηL M⟩,

S 0
s |N, ξ νs νd ηL M⟩ =1

2
(N − νd −2ξ+

1
2

) |N, ξ νs νd ηL M⟩. (8)

The eigenstate of Eq. (1) can be written as

|ζ νs;νd ηL M⟩ =

α(ζ)
νs,νd ,η,L

k∏
ρ=1

S +(x(ζ)
ρ )

+β
(ζ)
νs,νd ,η,L

k+1∏
ρ=1

S +(y(ζ)
ρ )

 |νs;νd ηL M⟩, (9)

α
(ζ)
νs,νd ,η,L

β
(ζ)
νs,νd ,η,L

{x(ζ)
1 , · · · , x

(ζ)
k ;y(ζ)

1 , · · · ,y
(ζ)
k+1} α

(ζ)
νs,νd ,η,L

β
(ζ)
νs,νd ,η,L

|νs;νd ηL M⟩
S −ρ |νs;νd ηL M⟩

ρ = s νs(= 0

where   and  , in general, are complex num-
bers  to  be  determined,  ζ  labels  the  ζ-th  set  of  solution

,  ,  ,   is
the  boson pairing vacuum state  satisfying 
for   and d, in which   or 1), and

S +(x) = xS +s +S +d , (10)

which  is  equivalent  to  the  form  used  in  Ref.  [5]  with  a
linear  transformation  for x,  where x  is the  spectral  para-
meter to be determined. Using the commutation relations
(4), one can directly verify that

[gsS −s +gdS −d , S
+(x)] = 2gs xS 0

s +2gd S 0
d, (11)

[[gs S −s +gd S −d , S
+(x)], S +(y)] =

2y (gs x−gd)
x− y

S +(x)

+
2x (gs y−gd)

y− x
S +(y),

(12)
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[αsS 0
s +αdS 0

d, S
+(x)] =

(αs−αd) x
1+ x

S ++
αs x+αd

1+ x
S +(x),

(13)

[S −, S +(x)] = 2xS 0
s −2S 0

d, (14)

[[S −, S +(x)], S +(y)] =
2y (1+ x)

x− y
S +(x)+

2x (1+ y)
y− x

S +(y).

(15)

There are also useful identities:

gs S +s +gd S +d =
gs− xgd

1+ x
S ++

gs+gd

1+ x
S +(x), (16)

k∏
µ=1

S †(yµ) =
k+1∑
j=1

∏k
µ=1(x j− yµ)∏k+1
t(, j)(x j− xt)

k+1∏
ρ (, j)

S †(xρ), (17)

or

k∏
µ=1

S †(xµ) =
k+1∑
j=1

∏k
µ=1(y j− xµ)∏k+1
t(, j)(y j− yt)

k+1∏
ρ (, j)

S †(yρ), (18)

S +(x) S +(y) S +s S +d
xk+1 = −1

which  can  be  proven  using  a  mathematical  induction  on
k, as   and   are binomials of   and  .  Using
Eq. (17) with  , we also have

k+1∏
ρ (, j)

S †(yρ) =

∏k+1
µ (, j)(1+ yµ)∏k

t=1(1+ xt)

k∏
ρ=1

S †(xρ)

−
k∑

i=1

∏k+1
µ (, j)(xi− yµ)∏k

t (,i)(xi− xt)(xi+1)
S +

k∏
ρ (,i)

S †(xρ).

(19)
Similar to the U(5)–O(6) case shown in Ref. [5], us-

ing  the  above  commutation  relations  and  identities,  one
can verify that

PN Ĥ(1)
0 PN

∏k

ρ=1
S +(xρ)|νs;νd ηL M⟩ =

 k∑
j=1

α(1)
s x j+α

(1)
d

1+ x j
+α(1)

s S 0
s+α

(1)
d S 0

d

∏k

ρ=1
S +(xρ)|νs;νd ηL M⟩

+

k∑
j=1

 (α(1)
s −α(1)

d )x j

1+ x j
+g(1)(2x j S 0

s−2S 0
d)+g(1)

k∑
j′(, j)

2x j(x j′ +1)
x j′ − x j

S +
k∏
ρ(, j)

S +(xρ)|νs;νd ηL M⟩, (20)

PN+2Ĥ(1)
0 PN+2

∏k+1

ρ=1
S +(yρ)|νs;νd ηL M⟩ =

k+1∑
j=1

α(2)
s y j+α

(2)
d

1+ y j
+α(2)

s S 0
s+α

(2)
d S 0

d

∏k+1

ρ=1
S +(yρ)|νs;νd ηL M⟩

+

k+1∑
j=1

 (α(2)
s −α(2)

d )y j

1+ y j
+g(2)(2y j S 0

s−2S 0
d)+g(2)

k+1∑
j′(, j)

2y j(y j′ +1)
y j′ − y j

S +
k+1∏
ρ(, j)

S +(yρ)|νs;νd ηL M⟩, (21)

PĤmixP
∏k

ρ=1
S +(xρ)|νs;νd ηL M⟩ =

k+1∑
j=1

∏k
µ=1(y j− xµ)(gs− y j gd)∏k+1

t(, j)(y j− yt)(1+ y j)
S +

k+1∏
ρ(, j)

S +(yρ)|νs;νd ηL M⟩

+

k+1∑
j=1

∏k
µ=1(y j− xµ)(gs+gd)∏k+1
t(, j)(y j− yt)(1+ y j)

∏k+1

ρ=1
S +(yρ)|νs;νd ηL M⟩, (22)

y jwhere the identities (18) and (12) for   within the summation over j are applied,

PĤmixP
∏k+1

ρ=1
S +(yρ)|νs;νd ηL M⟩ = (gs S −s +gd S −d )

∏k+1

ρ=1
S +(yρ)|νs;νd ηL M⟩

=

k+1∑
j=1

2gs y j S 0
s+2gd S 0

d +

k+1∑
j′(, j)

2y j(gsy j′ −gd)
y j′ − y j

 k+1∏
ρ(, j)

S +(yρ)|νs;νd ηL M⟩

=

k+1∑
j=1

2gs y j S 0
s+2gd S 0

d +

k+1∑
j′(, j)

2y j(gs y j′ −gd)
y j′ − y j


×


∏k+1
µ (, j)(1+ yµ)∏k

t=1(1+ xt)

∏k

ρ=1
S †(xρ)−

k∑
i=1

∏k+1
µ (, j)(xi− yµ)∏k

t (,i)(xi− xt)(xi+1)
S +

∏k

ρ (,i)
S †(xρ)

 |νs;νd ηL M⟩, (23)

where the identity (19) is used.
Therefore, the eigen-equation

Ĥ|ζ,νs;νd ηL M⟩ = E(ζ)
νs,νd ,L
|ζ,νs;νd ηL M⟩ (24)

is fulfilled if and only if
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α
(ζ)
νs,νd ,η,L

 (α(1)
s −α(1)

d )x(ζ)
j

1+ x(ζ)
j

+g(1)(2x(ζ)
j S 0

s−2S 0
d)+g(1)

k∑
j′(, j)

2x(ζ)
j (x(ζ)

j′ +1)

x(ζ)
j′ − x(ζ)

j


−β(ζ)
νs,νd ,η,L

k+1∑
i=1

2gs y(ζ)
i S 0

s+2gd S 0
d +

k+1∑
i′(,i)

2y(ζ)
i (gs y(ζ)

i′ −gd)

y(ζ)
i′ − y(ζ)

i


∏k+1
µ (,i)(x(ζ)

j − y(ζ)
µ )∏k

t (, j)(x(ζ)
j − x(ζ)

t )(x(ζ)
j +1)

= 0 for j = 1,2, · · · ,k, (25)

lβ(ζ)
νs,νd ,η,L

 (α(2)
s −α(2)

d )y(ζ)
j

1+ y(ζ)
j

+g(2)(2y(ζ)
j S 0

s−2S 0
d)+g(2)

k+1∑
j′(, j)

2y(ζ)
j (y(ζ)

j′ +1)

y(ζ)
j′ − y(ζ)

j

+α(ζ)
νs,νd ,η,L

∏k
µ=1(y(ζ)

j − x(ζ)
µ )(gs− y(ζ)

j gd)∏k+1
t(, j)(y

(ζ)
j − y(ζ)

t )(1+ y(ζ)
j )

= 0

for j = 1,2, · · · ,k+1, (26)
and

α
(ζ)
νs,νd ,η,L

E(ζ)
k,νs,νd ,L

−
k∑

j=1

α(1)
s x(ζ)

j +α
(1)
d

1+ x(ζ)
j

−α(1)
s S 0

s−α(1)
d S 0

d


= β

(ζ)
νs,νd ,η,L

k+1∑
j=1

2gs y(ζ)
j S 0

s+2gd S 0
d +

k+1∑
j′(, j)

2y(ζ)
j (gs y(ζ)

j′ −gd)

y(ζ)
j′ − y(ζ)

j


∏k+1
µ(, j)(1+ y(ζ)

µ )∏k
t=1(1+ x(ζ)

t )
, (27)

β
(ζ)
νs,νd ,η,L

E(ζ)
k,νs,νd ,L

−
k+1∑
j=1

α(2)
s y(ζ)

j +α
(2)
d

1+ y(ζ)
j

−α(2)
s S 0

s−α(2)
d S 0

d

 = α(ζ)
νs,νd ,η,L

k+1∑
j=1

∏k
µ=1(y(ζ)

j − x(ζ)
µ )(gs+gd)∏k+1

t(, j)(y
(ζ)
j − y(ζ)

t )(1+ y(ζ)
j )
. (28)

Eqs. (27) and (28) are nothing but the eigen-equation(
A B
C D

) α(ζ)
νs,νd ,η,L

β
(ζ)
νs,νd ,η,L

 = E(ζ)
k,νs,νd ,L

 α(ζ)
νs,νd ,η,L

β
(ζ)
νs,νd ,η,L

 (29)

with

A =
k∑

j=1

α(1)
s x(ζ)

j +α
(1)
d

1+ x(ζ)
j

+α(1)
s S 0

s+α
(1)
d S 0

d,

B =
k+1∑
j=1

2gs y(ζ)
j S 0

s+2gd S 0
d +

k+1∑
j′(, j)

2y(ζ)
j (gs y(ζ)

j′ −gd)

y(ζ)
j′ − y(ζ)

j


×

∏k+1
µ(, j)(1+ y(ζ)

µ )∏k
t=1(1+ x(ζ)

t )
,

C =
k+1∑
j=1

∏k
µ=1(y(ζ)

j − x(ζ)
µ )(gs+gd)∏k+1

t(, j)(y
(ζ)
j − y(ζ)

t )(1+ y(ζ)
j )
,

D =
k+1∑
j=1

α(2)
s y(ζ)

j +α
(2)
d

1+ y(ζ)
j

+α(2)
s S 0

s+α
(2)
d S 0

d. (30)

α
(ζ)
νs,νd ,η,L

β
(ζ)
νs,νd ,η,L

E(ζ)
k,νs,νd ,L

{x(ζ)
j } j = 1,2, · · · ,k {y(ζ)

j }
j = 1,2, · · · ,k+1 α

(ζ)
νs,νd ,η,L

β
(ζ)
νs,νd ,η,L

E(ζ)
k,νs,νd ,L

{x(ζ)
j } j = 1,2, · · · ,k {y(ζ)

j }
j = 1,2, · · · ,k+1

Thus,  ,  ,  and    can  be  expressed  in
terms  of  the  variables    ( )  and 
( ).  Once  ,  ,  and   are
expressed in terms of A, B, C,  and D shown in Eq. (30),
the  variables    ( )  and 
( ) are determined by Eqs. (25) and (26). It
is evident that Eq. (25)–(28) become

(α(1)
s −α(1)

d ) x(ζ)
j

1+ x(ζ)
j

+g(1)(2x(ζ)
j S 0

s−2S 0
d)+g(1)

k∑
j′(, j)

2x(ζ)
j (x(ζ)

j′ +1)

x(ζ)
j′ − x(ζ)

j

= 0 for j = 1,2, · · · ,k, (31)

E(ζ)
k,νs,νd ,L

=

k∑
j=1

α(1)
s x(ζ)

j +α
(1)
d

1+ x(ζ)
j

+α(1)
s S 0

s+α
(1)
d S 0

d, α
(ζ)
νs,νd ,L

, 0, β(ζ)
νs,νd ,L

= 0, (32)

or

(α(2)
s −α(2)

d )y(ζ)
j

1+ y(ζ)
j

+g(2)(2y(ζ)
j S 0

s−2S 0
d)+g(2)

k+1∑
j′(, j)

2y(ζ)
j (y(ζ)

j′ +1)

y(ζ)
j′ − y(ζ)

j

= 0 for j = 1,2, · · · ,k+1, (33)

E(ζ)
k,νs,νd ,L

=

k+1∑
j=1

α(2)
s y(ζ)

j +α
(2)
d

1+ y(ζ)
j

+α(2)
s S 0

s+α
(2)
d S 0

d, α
(ζ)
νs,νd ,L

= 0, β(ζ)
νs,νd ,L

, 0, (34)
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gs = gd = 0

N +2

when   without configuration mixing, which are
the  Bethe  ansatz  equations  and the  corresponding eigen-
energy  of  the U(5) –O(6)  transitional  case  for  the N-bo-
son normal states and the  -boson intruder states, re-
spectively.

y(i)(x)
Similar to the results shown in Ref. [17], there are ex-

tended  Heine-Stieltjes  polynomials    related  to  Eqs.
(31) and (33) satisfying

F(x)
d2y(i)(x)

dx2 +G(i)(x)
dy(i)(x)

dx
+V (i)(x)y(i)(x) = 0 (35)

i = 1 i = 2 F(x) = x (1+ x)2for   or  , where  ,

G(i)(x)/F(x) =
1

1+ x

2S 0
d

x
−2S 0

s

+
α(i)

d −α
(i)
s

g(i)(1+ x)
−2k+2

 , (36)

V (i)(x)
y(1)(x)

y(2)(x)

gs = gd = 0

and    is  a  linear  function  of  x  determined  by  Eq.
(35). The roots of Eqs. (31) or (33) are zeros of   or

.  Hence,  the  polynomial  approach  shown  in  Ref.
[17] applies to this case as well, which can be used to ob-
tain a solution of Eqs. (31) and (33) when there is no con-
figuration mixing with  . ∏k

ρ=1S +(x(ζ)
ρ )∏k+1

ρ=1S +(y(ζ)
ρ )

{x(ζ)
1 , · · · , x

(ζ)
k }

{y(ζ)
1 , · · · ,y

(ζ)
k+1} k!(k+1)!

{x(ζ)
1 , · · · , x

(ζ)
k } {y(ζ)

1 , · · · ,y
(ζ)
k+1} ∏k

ρ=1S +(x(ζ)
ρ )∏k+1

ρ=1S +(y(ζ)
ρ )

It  is  evident  that  the  pairing  operators 
and   used in  Eq.  (9)  are  symmetric  with   re-
spect  to  any  permutation  among    and

.  Therefore,  there  are    identical
roots of Eqs. (25) and (26), where only one is needed to
construct  the  eigenstate  (9).  Once  the  ζ-th  root

  and   of  Eqs.  (25)  and  (26)  are
obtained,  the  pairing  operators    and

 in Eq. (9) can be expressed as∏k

ρ=1
S +(x(ζ)

ρ ) =
k∑
µ=0

S (µ)(x(ζ)
1 , · · · , x

(ζ)
k )S +µs S +k−µ

d ,

∏k+1

ρ=1
S +(x(ζ)

ρ ) =
k+1∑
µ=0

S (µ)(y(ζ)
1 , · · · ,y

(ζ)
k+1)S +µs S +k+1−µ

d , (37)

S (µ)(x(ζ)
1 , · · · , x

(ζ)
k ) =

∑
1≤i1<···<iµ≤k

∏µ
q=1 x(ζ)

iq

S (0)(x(ζ)
1 , · · · , x

(ζ)
k ) = 1

S (µ)(y(ζ)
1 , · · · ,y

(ζ)
k+1) µ

{x(ζ)
1 , · · · , x

(ζ)
k }

where    starting
with  ,  and  similarly  for

, is the  -th elementary symmetric poly-
nomial of the k root-components   of Eq. (25),
which is helpful for calculating matrix elements of phys-
ical quantities of the system.

3    Exemplified solution

The solution  of  Eq.  (1)  can  be  derived  using  the  ex-
tended Heine-Stieltjes polynomial approach shown in Eq.
(35).  When  there  is  no  configuration  mixing  with

gs = gd = 0 {x(ζ)
01 , · · · , x

(ζ)
0k } {y(ζ)

01 , · · · ,y
(ζ)
0k+1}

2k+3
N = 2k+ vd + vs

(νd 0) ↓ L ⊃ gs

gd {x(ζ)
1 , · · · , x

(ζ)
k } {y(ζ)

1 , · · · ,y
(ζ)
k+1}

{x(ζ)
01 , · · · , x

(ζ)
0k } {y(ζ)

01 , · · · ,y
(ζ)
0k+1}

2k+3 gs
gd gs = gd = 0

gs , 0 gd , 0

N +2

gs gd

(−∞,−1)
∪

(−1,0)
∪

(0,∞)

,  the roots   and   can
be obtained, where the total number of roots is  , for
which    for the  allowed  angular   mo-
mentum quantum number L determined by the reduction
rule   of O(5) O(3). Then, for small values of 
and  ,  the  root    and    of  Eqs.
(25)  and  (26)  for  the  given  ζ  is  obtained  using

  and    as the  initial  root  to   de-
termine  the  solution.  Repeating  this  procedure,  one  can
identify   sets of the roots for any real values   and
. Notably, all roots are real when  , which is a

common  feature  of  the  general  SU(1,1)  Gaudin  models
without  previous  study  of  the  configuration  mixing  [5,
17,  18].  However,  for    and  ,  complex  roots
occur in the middle part of the spectrum when the mixing
of  the N-boson  and  -boson configurations  is   relat-
ively  strong,  particularly  when k  is large,  which is  com-
mon  when  the  configuration  mixing  strengths    and 
become sufficiently large.  Because -1 and 0 are  singular
points of Eqs. (25) and (26), the real part of the root com-
ponents lies in the union  , where
no pair of the root components is the same. In fact, simil-
ar to the solution of the pairing model [19], all root com-
ponents are always symmetric with respect to the real ax-
is  on the complex plane;  namely,  if  a  root  component  is
complex, the conjugate root component must be involved.

α(1)
s = 0 α(1)

d = 0.3 g(1) = −0.5
α(2)

s = 1.5 α(2)
d = 1.8 g(2) = −0.2

gs = gd = 0.2 νs = νd = 0

N = 2
N = 2

β(ζ)/α(ζ)

N +2 = 4
β(ζ)/α(ζ) N = 4

N = 4
N +2 = 6

y(3)
1 = y(3)∗

2
x(5)

1 = x(5)∗
2

gs gd
N = 2
β(ζ)/α(ζ) N = 2

β(ζ)/α(ζ)

N +2 = 4
gs

gd

gs = gd ⩾ 6.06492 x(1)
1 = 0.56635 y(1)

1 = 0.72673+
0.00027 I y(1)

2 =0.72673−0.00027 I β(1)/α(1) = −0.3067

To demonstrate  the  feature  of  the  solution,  we   con-
sider an example with  ,   MeV, 
MeV,    MeV,    MeV,    MeV,
and   MeV.  Only  is  exemplified  in
the following. As shown in Table 1, all roots in this case
are  real  for  .  It  is  obvious  that  the  first  two  roots
mainly lie in the   configuration, as indicated by the
small   values, whereas the last three roots mainly
lie in the   configuration, as indicated by the rel-
atively larger   values. For  , the pattern of the
roots  is  similar.  The  first  three  roots  mainly  lie  in  the

 configuration, whereas the last four roots mainly lie
in  the    configuration.  As  shown  in Table  2,  the
third  root  components  with    and  the  fifth  root
components  with    are  complex  in  this  case.  In
fact,  with  further  increasing  of  the  configuration  mixing
strengths    and  ,  complex  roots  also  occur  for  the

  case.  Because  the  two  roots  with  relatively  small
  values  mainly  lie  in  the    configuration,

whereas the three roots with relatively larger   val-
ues  mainly  lie  in  the   configuration,  the  root  of
the ground state in this case becomes complex when   or
  become  sufficiently  large.  For  example,  if  we  keep

other parameters the same as those shown in Table 1, the
root  of  the  ground  state  becomes  complex  when

 MeV with  , 
,  ,  ,
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E(1) = −14.8053 gs = gd = 6.06492 MeV  for   MeV.  There-
fore,  the  complex  solution  is  likely  to  occur  when  the
configuration mixing is sufficiently strong.

108Cd
N = 6 ĤL = f L ·L

To apply  this  theory,  the  Hamiltonian  (1)  is   em-
ployed to  describe  the  low-lying spectrum of   with

 bosons, where the term   is added to Eq.
(1) to lift the degeneracy of the levels with the same seni-
ority but different angular momentum quantum numbers.
The E2 operator is chosen as

Tµ(E2) = q2PN

(
d†µs+ s†d̃µ

)
PN +q′2PN+2

(
d†µs+ s†d̃µ

)
PN+2

(38)
with which the B(E2) values are given by

B(E2; Li→ L f ) =
2L f +1
2Li+1

∣∣∣⟨ζ f ;ν′d η
′ L f ∥T (E2)∥ζi, ;νd ηLi⟩

∣∣∣2 ,
(39)

q2 q′2

⟨ζ f , ν
′
d η
′ ηL f ||Î||ζi, νd Li⟩=δζ f ,ζiδν′d ,νd

δL f ,Li

Î

where    and    are  effective  charge  parameters  of  the
normal and intruder configurations,  respectively,  and the
reduced matrix element is defined in terms of the CG coe-
fficient,  such  that 
with unit identity operator  .

0+1 (i) 2+1 (i) 4+1 (i) 108Cd

α(1)
s = 0 α(1)

d = 1.261
g(1) = −1 α(2)

s = 300 α(2)
d = 1.416

g(2) = −51 gs = 220 gd = 200 f = 5
q′2/q2 = −0.38

Similar  to  that  in  Ref.  [13],  the  level  energies  up  to
the three-phonon  states  in  the  normal  bands  and  the   in-
truder  states  ,  ,  and    of    deduced  in
Ref.  [20] are considered.  The model  parameters  are pro-
duced by a best global fit to the experimental level ener-
gies  alone,  where  we  obtain  ,    MeV,

  keV,    keV,    MeV,
  keV,    keV,    keV,    keV,

and  .  Then,  the  experimentally  measured

R(Li→ L f ) = B(E2; Li→ L f )/B(E2;2+1 → 0+g )

q′2/q2

2n 2n
n = 0 n→∞

q′2/q2 = 2.9

R(4+1 (i)→ 2+1 (i))

R(2+1 (i)→ 0+1 (i))

N +2n n ⩾ 2

∆νd = ±1 ∆νd = ±2
B(E2;2+2 → 0+g ) ∆νd = 0

B(E2;2+1 (i)→ 2+1 ) B(E2;4+1 (i)→ 4+1 )

(d†d̃)2
µ

∆νd = 0

B(E2) ratios,  ,
provided in Ref.  [20] are fitted by only adjusting the ra-
tio  .  The  fitted  low-lying  level  energies  and B(E2)
ratios are shown in Table 3, where the corresponding res-
ults  of  the  -particle  and  -hole  configuration  mixing
from   to   in the U(5) limit of the IBM (CM5)
[13] are likewise provided. The ratio   is mainly
determined according  to  the  lower  limit  of  the   experi-
mental  ratio  . Regarding  the  level   ener-
gies,  the  U(5) – O(6)  transitional  description  is  slightly
better  than the CM5, whereas the B(E2) ratios generated
in  the  two  models  are  quite  the  same  for  the  transitions
among  normal  states.  However,  although  the E2  decays
out  of  the  intruder  band  are  still  weaker  [20],  the B(E2)
ratio    and  those  for  the  transitions  from
the  intruder  states  to  the  normal  states  predicted  in  this
model are far larger than those of the CM5, as shown in
III. Arguably,  these  values  can be reduced when config-
uration mixing with   bosons for   is considered.
Because the E2 operator is simply selected as the generat-
or  of O(6),  as  shown  in  Eq.  (38)  and  in  the  CM5  case
[13],  the E2 selection  rules  are  similar  to  those  given  in
the U(5)  or  the O(6)  limit  without  configuration mixing,
which  are  given  by  .  Therefore,  the 
transitions, such as  , and the   trans-
itions,  such  as    and  ,
are  consistently  zero.  To  improve  the  theory,  the  O(6)
symmetry breaking terms, such as the   term, which
allows   transitions, must be added in the E2 oper-
ator.  Alternatively, high order interactions, such as those

β(ζ)/α(ζ) E(ζ) N = 2

α(1)
s = 0 α(1)

d = 0.3 g(1) = −0.5 α(2)
s = 1.5 α(2)

d = 1.8 g(2) = −0.2

gs = gd = 0.2

Table  1.      Roots  of  Eqs.  (25)  and (26),  ratio   used in  eigen-state  (9)  and corresponding eigen-energy    (in  MeV) of  the  model  for  ,
where the parameters of Eq. (1) are considered as  ,   MeV,   MeV,   MeV,   MeV,   MeV, and

 MeV.

x(ζ)
1 y(ζ)

1 y(ζ)
2 β(ζ)/α(ζ) E(ζ)

ζ = 1 −1.21628 −1.23643 0.92428 −0.03496 −0.92692

ζ = 2 4.13257 1.27972 3.02724 −0.04105 0.38300

ζ = 3 0.38403 −2.88886 −1.23803 4.99472 4.45235

ζ = 4 −0.83687 −1.38586 1.96679 3.92177 4.93409

ζ = 5 3.65856 0.66637 9.05257 2.33688 5.88248

N = 4 I =
√
−1.Table 2.    Same as Table 1, but for  , where 

x(ζ)
1 x(ζ)

2 y(ζ)
1 y(ζ)

2 y(ζ)
3 β(ζ)/α(ζ) E(ζ)

ζ = 1 −1.18956 −1.25809 −1.29710 −1.18038 0.95864 −0.02389 −3.19779

ζ = 2 −1.12636 3.76299 −1.14255 1.17349 3.10565 −0.02637 −1.94532

ζ = 3 0.78722 11.78400 0.79059−0.5954I 0.79059+0.5954I 10.41310 −0.03314 0.48860

ζ = 4 −2.51113 1.06583 −3.9343 −1.55612 −1.05363 3.72052 4.72435

ζ = 5 −0.38146−1.1214I −0.38146+1.1214I −1.73495 −1.11698 1.49812 3.10755 5.25399

ζ = 6 −1.13035 3.19011 −1.24602 0.613486 8.04287 2.37150 6.15037

ζ = 7 0.73826 10.59300 0.331345 1.70441 18.8986 1.51102 7.55080
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adopted in Ref. [14], may be considered.

4    Summary

N = 2 N = 4

108Cd

In  this  study,  we  demonstrate  that  the  U(5)-O(6)
transitional  Hamiltonian  of  the  interacting  boson  model
with  two-particle  and  two-hole  configuration  mixing  is
exactly  solvable.  An  exact  solution  is  derived  based  on
the Bethe ansatz approach, where the Bethe ansatz equa-
tions  are  provided  to  determine  the  eigenstates  and  the
corresponding  eigen-energies  .  The  solution  features  are
numerically exemplified by the   and   cases. As
an example of application, some low-lying level energies
and B(E2)  ratios  of    are  fitted  and  compared  with
the corresponding experimental data.

Because the solution of the Hamiltonian without con-
figuration mixing  can  be  easily  derived  using  the  exten-
ded  Heine-Stieltjes  polynomials,  the  roots  of  the  Bethe
ansatz  equations  for  cases  with  small  mixing parameters
are approximately found using the roots of the equations
without configuration mixing as the initial values. There-

N ⊕ (N +2)
2n 2n

n = 0

fore, a progressive approach can be established to obtain
the solution of the model with arbitrary mixing paramet-
ers.  Although  the  solution  is  only  demonstrated  for  the

  configuration  mixing,  it  is  expected  that  the
model with  -particle and  -hole configuration mixing
for   up to a finite n is also exactly solvable by using
the identities and procedures shown in Sec. 2. This is be-
cause the  eigenstates  of  the  model  can  always  be   ex-
pressed in terms of binomials of s- and d-boson pair oper-
ators, although the equations involved become more com-
plicated. A  similar  extension  to  the  IBM-II  case  is   like-
wise  straightforward.  Moreover,  a  chain  of  isotopes  or
isotones  in  the  vibrational  to  γ-soft  transitional  region
may  be  analyzed  using  the  model  to  reveal  their  shape
phase coexistence and evolution, for example, as the ana-
lysis  for  Cd  isotopes  shown  in  [22– 24],  which  will  be
considered in our future study.
 

One of the authors (F. Pan) is grateful to Professor P.
Van  Isacker  for  stimulating  discussions  on  the  subject
and his suggestion on conducting this work.
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