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I.  INTRODUCTION

Recently, Jia proposed a formalism [1, 2] to apply the
variational principle  directly  to  a  coherent-pair   condens-
ate (VDPC) in the BCS case. The result is the same as the
so-called variation after particle-number projection in the
BCS case,  but  now,  the  particle  number  is  always   con-
served,  and  the  time-consuming  projection  is  avoided.
Refs.  [1,  2]  show  that  the  VDPC+BCS  algorithm  easily
computes with realistic interactions in large model spaces
on a laptop. Currently, the VDPC+BCS formulas are de-
rived under the assumption of a two-body Hamiltonian.

A = 3 4

However,  three-body  forces  sometimes play  an   im-
portant  role  in  nuclear  physics.  Realistic  nuclear-nuclear
(NN) interactions were discovered by reproducing experi-
mental  NN  phase shifts  in  microscopic  many-body   ap-
proaches.  Nonrelativistic  microscopic  techniques  based
on  realistic  two-body NN  interactions  are  widely  known
to  miss  the  empirical  saturation  point  of  nuclear  matter,
demanding the use of three-body forces. Reproducing the
experimental  binding  energies  of  light  ( ,  )  nuclei
needs  three-body  forces  as  well  [3– 8].  In  recent  years,
various  microscopic  approaches,  such  as  the  Brueckner-
Hartree-Fock  (BHF)  and  extended  BHF  approaches
[9– 15],  relativistic  Dirac-BHF  (DBHF)  theory  [16– 23],
in-medium  T-matrix  and  Green  function  methods
[24–35], and many-body variational approaches [36–41],

have been used to investigate the equation of state (EOS)
and single particle (s.p.)  properties of asymmetric nucle-
ar matter.  To  some extent,  almost  all  microscopic  meth-
ods are able to duplicate the empirical value of symmetry
energy  at  the  empirical  saturation  density.  However,  at
large densities,  the  density  dependence  of  symmetry  en-
ergy  anticipated  by  various  methods  and/or  distinct  NN
interactions  was  found  to  be  substantially  different
[42– 44].  Moreover,  when  calculating  the  EOS  of  pure
neutron  matter,  which  is  required  for  the  estimation  of
critical  parameters  such  as  the  symmetry  energy  and,  in
general, for the description of neutron-rich matter in neut-
ron  stars,  the  differences  and  uncertainties  increase
[45–49].  Neglecting three-body forces between nucleons
in  the  dense  medium is  thought  to  be  the  cause  of  these
deficits.  Variational  and  BHF  computations  that  take
three-body forces into account produce a realistic descrip-
tion of cold nuclear matter, accurately matching the sym-
metric EOS saturation point [36, 37, 50–54].

vα
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This work extends the VDPC+BCS formalism by in-
cluding three-body forces. Specifically, analytical formu-
las  of  the  average  energy  were  derived  along  with  its
gradient for a three-body Hamiltonian in terms of the co-
herent-pair  structure  . Gradient  vanishment  was   re-
quired to obtain analytical expressions for the pair struc-
ture   at the energy minimum. Asymptotic behaviors of
  away  from  (above  or  below)  the  Fermi  surface  were
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vαexamined. The new algorithm iterates on these   expres-
sions to minimize energy for a three-body Hamiltonian. A
computer  code  was  developed  (published  together  with
this  manuscript)  to  implement  the  algorithm.  The  new
code is numerically demonstrated in application to realist-
ic two-body forces and random three-body forces in large
model  spaces.  The  average  energy  can  be  minimized  to
practically  any  arbitrary  precision.  In  the  future,  it  is
planned to use realistic three-body forces and study their
effect on the coherent-pair condensate.

Previous  studies  closely  related  to  this  work  can  be
pointed out. For instance, there are studies on the projec-
tion  of  BCS wave  functions  onto  good  particle  numbers
before  [55–59]  or  after  [60,  61] energy  variation.   Like-
wise, there  are  studies  on  the  projection  of  HFB  wave-
function  (see  Refs.  [62– 66]  before  such  variation  and
Refs. [60, 61] after such variation). We can also mention
the  generalized  seniority  method  [67–72],  which  breaks
either BCS or HFB pairs to approximate the shell-model.

vα

vα

The paper is organized as follows. The formalism for
the  condensate  of  coherent  pairs  is  revisited  in  Sec.  II.
The analytical equation for the average energy is derived
in Sec. III. Then, the energy gradient as well as   at the
energy minimum are derived, and the asymptotic behavi-
or of   away from the Fermi surface is explored in Sec.
IV. Section V describes the computer  algorithm. In Sec-
tion VI,  the proposed algorithm is applied to a semireal-
istic  example.  Finally,  this  work  is  summarized  in  Sec.
VII.
 

II.  COHERENT-PAIR CONDENSATE

|α⟩
|α̃⟩ | ˜̃α⟩ = −|α⟩

The  formalism  for  the  condensate  of  coherent  pairs,
whose  state  is  zero  generalized  seniority  [73],  is  briefly
reviewed in this section. For simplicity, only one type of
nucleus  is  considered.  The  time-reversal  self-consistent
symmetry  [61,  74]  is  assumed  in  this  work.  The  single-
particle  state    is hypothesized  to  present  Kramers  de-
generacy  with  its  time-reversed  partner    ( ).
No additional symmetries are postulated in this study oth-
er than the two previously mentioned.

2NThe  -particle system  in  ground  state  could  be   re-
garded as a condensate with N-pairs of particles,
 

|ϕN⟩ =
1
√
χN

(P†)N |0⟩, (1)

where
 

χN = ⟨0|PN(P†)N |0⟩ (2)

is the normalization. The coherent pair-creation operator is
 

P† =
1
2

∑
α

vαa†αa
†
α̃ =

∑
α∈Θ

vαP†α, (3)

where 

P†α = a†αa
†
α̃ = P†α̃ (4)

|α⟩ |α̃⟩

|α⟩ |α̃⟩

α ∈ Θ
|ϕN⟩

vα

creates  one  pair  of  particles  on    and  orbits.  In  Eq.
(3), Θ is a set that selects one from each of all degenerate
pairs    and  , respectively  (for  example,  it  only   se-
lects those single-particle levels with a positive magnetic
quantum number m).  In  Eq.  (3),  the  summation  index α
and    sum over  single-particle  and  pair  indices,   re-
spectively.  The single-particle  state    is  time even by
assumptions,  which implies that  the pair  structure    (3)
is real.

The  many-pair  density  matrix  is  introduced  in  Refs.
[67, 68] as 

t[γ1γ2...γr],N
α1α2...αp;β1β2...βq

≡⟨0|PN−pPγ1
Pγ2
. . .Pγr

×Pα1
Pα2
. . .Pαp

P†β1
P†β2
. . .P†βq

×P†γ1
P†γ2
. . .P†γr

(P†)N−q|0⟩. (5)

α1α2 . . .αp β1β2 . . .βq γ1γ2 . . .γr

P†

α1α2 . . .αp β1β2 . . .βq

γ1γ2 . . .γr Pγ1
. . .Pγr

P†γ1
. . .P†γr

[γ1γ2 . . .γr]

The  pair  indices  ,  ,    are  all
distinct. Owing to the Pauli principle, if there are duplic-
ated P operators, or duplicated   operators, Eq. (5) van-
ishes.  Moreover,    and   must  have  no
common index  (the  common ones  have  been  transferred
to  ).  Physically,    together  with

 Pauli block the   paired-orbitals from
the space, which is explained as follows.

p = q = 0
Reference  [68] introduced  Pauli-blocked   normaliza-

tions as a special case of Eq. (5) when  , 

χ
[γ1γ2...γr]
N ≡ t[γ1γ2...γr],N

;

= ⟨0|PN Pγ1
Pγ2
. . .Pγr

P†γ1
P†γ2
. . .P†γr

(P†)N |0⟩. (6)

(P†)N

P†γ1
P†γ2
. . .P†γr

[Pγ1
Pγ2
. . .Pγr

]

By substituting  Eq.  (3)  into    and polynomially   ex-
panding,  those  terms  with    vanish  owing  to
the  Pauli  principle.  In  other  words,  the 
paired-orbitals  are  Pauli  blocked.  Ref.  [68]  provides  the
relationship between the many-pair density matrix (5) and
the normalizations (6), 

t[γ1γ2...γr],M
α1α2...αp;β1β2...βq

=
(M− p)!(M−q)!
[(M− p−q)!]2

× vα1
vα2
. . .vαp

vβ1
vβ2
. . .vβq

×χ[α1α2...αpβ1β2...βqγ1γ2...γr]
M−p−q . (7)

We  could  compute  normalizations  (2)  and  (6)  using
recursive relations [75], 
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χN = N
∑
α∈Θ

(vα)2χ[α]
N−1, (8)

 

χN −χ[α]
N = N2(vα)2χ[α]

N−1, (9)

χ0 = χ
[α]
0 = χ

[αβ]
0 = · · · = 1

χ[α]
0 χ1

χ[α]
1 χN χ[α]

N

Pβ , Pα
χ

[αβ]
N χ

[αβγ]
N

χ
[αβγµ]
N

χ
[αβ]
N Pα , Pβ

with  initial  values  .  Given  that
  is  known,   can be computed by Eq.  (8),  and then
 by Eq. (9). Similarly, all   and  can be derived.

It  is  crucial  to  note  that  if  the  β  index  is  Pauli-blocked
( ) according to Eqs. (8) and (9), they are still val-
id, and   can be obtained. Similarly,   can be eas-
ily  obtained  by  Pauli  blocking  indices β  and  γ  from  the
very beginning, and   by Pauli blocking β, γ, and μ.
To  increase  the  computation  speed,  a  simpler  formula
was used to compute   ( ):
 

(vα)2χ[α]
N − (vβ)2χ

[β]
N = [(vα)2− (vβ)2]χ[αβ]

N , (10)

Note  that  if  the  γ  (or  γ  together  with  μ)  index  is  Pauli-
blocked according to Eq. (10), it is still valid.

To  provide  a  physical  explanation,  the  relationship
between the average occupation number and the normal-
izations is expressed as follows:
 

nα = ⟨ϕN |n̂α|ϕN⟩ = 1−
χ[α]

N

χN
, (11)

where
 

n̂α = a†αaα. (12)

Pβ , Pα
Equation  (11)  is  valid  if  the  β  index  is  Pauli-blocked
( )
 

⟨ϕ[β]
N |n̂α|ϕ

[β]
N ⟩ = 1−

χ
[αβ]
N

χ
[β]
N

, (13)

where
 

|ϕ[β]
N ⟩ ≡

1√
χ

[β]
N

(P†− vβP
†
β)

N |0⟩ (14)

β̃is the pair condensate with β and   blocked.
 

III.  AVERAGE ENERGY

The antisymmetrized three-body Hamiltonian is
 

H =
∑
αβ

ϵαβa†αaβ+
1
4

∑
αβγµ

Vαβγµa†αa
†
βaγaµ

+
1

36

∑
αβγµηζ

Wαβγµηζa†αa
†
βa
†
γaµaηaζ . (15)

αβγµηζ
Vαβγµ = −⟨αβ|V |γµ⟩ Wαβγµηζ = −⟨αβγ|W |µηζ⟩

ϵαβ = ϵβ̃α̃ Vαβγµ = Vµ̃γ̃β̃α̃
Wαβγµηζ =Wζ̃η̃µ̃γ̃β̃α̃ ϵαβ Vαβγµ Wαβγµηζ

According  to  the  ordering  of  ,  one  could  obtain
 and  . H  is as-

sumed  to  be  time-even  ( ,  ,
) and  ,  ,   are assumed to

be real. There is no additional assumption.

W = ⟨ϕN |Ŵ |ϕN⟩
Ŵ = 1

36
∑
αβγµηζWαβγµηζa

†
αa
†
βa
†
γ

aµaηaζ
Ŵ Pα , Pβ Pα , Pγ Pβ , Pγ

Given that the one-body and two-body parts of the av-
erage  energy  were  already  derived  in  the  original
VDPC+BCS algorithm,  in  this  study the  three-body part
of  the average energy    is  described in the
canonical  basis  (3),  where 

. Only three types contribute to the three-body part
of the average energy   ( ,   and  ): 

a†β

P†α︷︸︸︷
a†αa

†
α̃︸   ︷︷   ︸

common

Pα︷︸︸︷
aα̃aα aβ︸   ︷︷   ︸
common

, a†γ︸︷︷︸
common

P†α︷︸︸︷
a†αa

†
α̃

Pβ︷︸︸︷
a
β̃
aβ︸        ︷︷        ︸

different

aγ︸︷︷︸
common

, and a†αa
†
βa
†
γ︸ ︷︷ ︸

common

aγaβaα︸ ︷︷ ︸
common

.

commonThe term " " means that the creation and annihila-
tion operators have common indices. There are only three
types  because  indices  α,  β,  γ  and  μ,  η,  ζ  must  differ  in
time-reversed pairs [67].

The first type is 

type 1 = ⟨0|PNa†βa
†
αa
†
α̃aα̃aαaβ(P

†)N |0⟩

= ⟨0|PNa†βa
†
αaαaβ(P

†)N |0⟩

= χN −χ[α]
N −χ

[β]
N +χ

[αβ]
N . (16)

P†α |α⟩ |α̃⟩
|α⟩

|α̃⟩ (P†)N |0⟩
a†αa

†
α̃aα̃aα(P

†)N |0⟩ = a†αaαa
†
α̃aα̃(P

†)N |0⟩ = n̂αn̂α̃
(P†)N |0⟩ = n̂α(P†)N |0⟩ = a†αaα(P†)N |0⟩

a†βa
†
αaαaβ = 1−aαa

†
α−aβa

†
β+aβaαa

†
αa
†
β

χ
β
N −χ

[αβ]
N = N2(vα)2χ

[αβ]
N−1

Pβ , Pα
N2(vα)2

In  the  first  step,    creates    and    simultaneously,
which could be derived from Eq. (4).  Therefore,   and

 are either both occupied or both empty in  . As
a  result, 

.  The  second  step
uses  ,  which  could
be derived  by  basic  anticommutation  relation.  Thus,   us-
ing  definition  (6),  one  could  derive  the  result.  Eq.  (16)
can  also  be  derived  by  directly  exchanging  the  order  of
creation and  annihilation  operators  using  the  basic   anti-
commutation relation from the very beginning, and even-
tually,  by  combining  terms,  it  can  be  simplified  to  Eq.
(16).  Using  Eq.  (9)  and   [Pauli
blocking  the β  index  ( ) in  Eq.  (9)],  and   factoriz-
ing out  , the following expression is obtained: 

type 1 = N2(vα)2
(
χ[α]

N−1−χ
[αβ]
N−1

)
.

χ[α]
N−1−χ

[αβ]
N−1 = (N −1)2(vβ)2χ

[αβ]
N−2Then,  by  using    [Pauli
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Pβ , Pα N −1blocking the β index ( ), replacing N by  , and
exchanging α and β in Eq. (9)], the final expression is de-
rived: 

type 1 = N2(N −1)2(vαvβ)2χ
[αβ]
N−2. (17)

a†γa
†
αa
†
α̃aβ̃aβaγ = a†γP

†
αPβaγ =

PβP
†
α−aγPβP

†
αa
†
γ

The second type satisfies 
 according to the basic anticommutation

relation. Equations (5), (7), and (9) imply 

type 2 = ⟨0|PNa†γa
†
αa
†
α̃aβ̃aβaγ(P

†)N |0⟩ = tN+1
β;α − t[γ],N+1

β;α

= N2vαvβχ
[αβ]
N−1−N2vαvβχ

[αβγ]
N−1

= N2(N −1)2vαvβ(vγ)2χ
[αβγ]
N−2 . (18)

a†αa
†
βa
†
γaγaβaα = 1−aαa

†
α− saβa

†
β−

aγa
†
γ +aαaβa

†
βa
†
α+aαaγa

†
γa
†
α+aβaγa

†
γa
†
β−aαaβaγa

†
γa
†
βa
†
α

The  third  type  satisfies 
  ac-

cording  to  the  basic  anticommutation  relation.  Thus,
definition (6) implies 

type 3 = ⟨0|PNa†αa
†
βa
†
γaγaβaα(P

†)N |0⟩

= χN −χ[α]
N −χ

[β]
N +χ

[αβ]
N −χ[γ]

N +χ
[αγ]
N +χ

[βγ]
N −χ[αβγ]

N

= N2(N −1)2(vαvβ)2χ
[αβ]
N−2−N2(N −1)2(vαvβ)2χ

[αβγ]
N−2

= N2(N −1)2(N −2)2(vαvβvγ)2χ
[αβγ]
N−3 .

(19)

ŴThe expectation value of   is 

⟨ϕN |Ŵ |ϕN⟩ =
Pα,Pβ∑
α,β∈Θ

2Vβαα̃α̃αβ⟨ϕN |a†βa
†
αa
†
α̃aα̃aαaβ|ϕN⟩

+

di fdi fdi f αβγ∑
α,β,γ∈Θ

2Vγαα̃β̃βγ⟨ϕN |a†γa†αa†α̃aβ̃aβaγ|ϕN⟩

+

di fdi fdi f αβγ∑
α,β,γ∈Θ

(
1
3

Vαβγγβα+Vα̃βγγβα̃)

×⟨ϕN |a†αa†βa
†
γaγaβaα|ϕN⟩. (20)

di fdi fdi f αβγ Pα , Pβ Pα , Pγ
Pβ , Pγ

1/36 Ŵ

Vβαα̃α̃αβ = −Vβαα̃α̃βα
a†βa
†
αa
†
α̃aα̃aαaβ = −a†βa

†
αa
†
α̃aα̃aβaα∑Pα,Pβ

α,β∈Θ
1

36 Vβαα̃α̃αβ⟨ϕN |a†βa
†
αa
†
α̃aα̃aα

The  term  " "  means  ,  ,  and
(no two are the same). The first term of Eq. (20)

collects  72  equal  contributions,  which  not  only  cancels
the factor   in   but also yields the factor 2. These 72
equal  contributions  are  further  explained  next.  It  is  not
too  difficult  to  find    and

  . Then,  the  following ex-
pression  is  obtained: 

aβ|ϕN⟩ =
∑Pα,Pβ
α,β∈Θ

1
36 Vβαα̃α̃βα⟨ϕN |a†βa

†
αa
†
α̃aα̃aβaα|ϕN⟩

211̄1̄12 , 211̄1̄21

{α̃ β}

Vβαα̃α̃αβ = Vβ̃α̃ααα̃β̃ a†α(P†)N |0⟩ =
a†α̃(P

†)N |0⟩ (P†)N |0⟩
⟨ϕN |a†βa

†
αa
†
α̃aα̃aαaβ|ϕN⟩ =

⟨ϕN |a†β̃a
†
α̃a
†
αaαaα̃aβ̃|ϕN⟩

.  Each
term in these two summations is distinct because they do
not  follow the same order,  as  in  .  Thus,
in terms of the last  3 indices,  any permutation of the set
, α,   contributes. Besides, based on the time-even as-

sumption  introduced  before,  the  following  expression  is
obtained:  .  Given  that 

  (both block the pair  indices α  from  ),
it  is  obtained  that 

. In conclusion, all orderings of the
permutations that contribute are 

β α α̃︸ ︷︷ ︸
P{αα̃β}

α̃ α β︸ ︷︷ ︸
P{αα̃β}

+ β̃ α̃ α︸ ︷︷ ︸
P{αα̃β̃}

α α̃ β̃︸ ︷︷ ︸
P{αα̃β̃}

.

P{αα̃β}
{α α̃ β}

P3
3×P3

3+P3
3×P3

3 = 2×P3
3×P3

3 = 72
P3

3 = 3!

The  symbol    denotes  all  permutations  of  the  set
,  ,  .  Thus,  the  total  number  of  permutations  that

contribute  are  ,  where
  is  the  number  of  permutations.  The  second  term

of Eq. (20) collects 72 equal contributions as well, which
are 

γ α α̃︸ ︷︷ ︸
P{αα̃γ}

β̃ β γ︸︷︷︸
P{ββ̃γ}

+ γ̃ α̃ α︸ ︷︷ ︸
P{αα̃γ̃}

β β̃ γ̃︸︷︷︸
P{ββ̃γ̃}

.

The  third  term  is  slightly  more  complicated  and  will  be
thoroughly described next.

Vαβγγβα = Vα̃β̃γ̃γ̃β̃α̃ Vα̃βγγβα̃ =
Vαβ̃γ̃γ̃β̃α
Vαβγγβα Vα̃βγγβα̃

Vαβγγβα=−Vαβγγαβ=Vαβγβαγ=−Vαβγβγα=
Vαβγαγβ=−Vαβγαβγ

Vβαγγβα

Vαβγγαβ

Vα̃β̃γ̃γ̃β̃α̃ = −Vα̃β̃γ̃γ̃α̃β̃ = Vα̃β̃γ̃β̃α̃γ̃ = −Vα̃β̃γ̃β̃γ̃α̃
= Vα̃β̃γ̃α̃γ̃β̃ = −Vα̃β̃γ̃α̃β̃γ̃ 2×6 = 12

1/3
72÷6 = 12

P3
3

{α γ}

72÷P2
2 = 36

1
36

The  expressions    and 
 have already been derived.  However,  in  general,
 is not equal to  . Therefore, the discussion

is split into two cases: no tilde and two tildes. In the case
"no  tilde", 

;  only  these  6  permutations  contribute.
If  other orderings of the first  three indices and last  three
indices are set,  such as  ,  then indices α and β are
exchanged  (they  are  both  subscripts  of  the  summation,
belong to the same space, and are commutative), leading
to  ,  i.e.,  one  of  the  six  previous  permutations.
Evidently,  these  six  permutations  have  their  time-re-
versed partner, i.e.,

,  so  there  are    in  total,
which  makes  the  factor  . There  is  an  alternative   for-
mula  to  calculate  this  number,  .  If α, β,  and γ
are assumed not to be commutative, there are 72 permuta-
tions.  However,  because  they  are  commutative,  we need
to divide by  , which is the number of all permutations
of  , β,  . In the case "two tildes", given that there are 2
commutative indices β and γ, the total number of the per-
mutations that  contribute  are  ,  which cancels
the factor  .

Substituting  Eqs.  (17),  (18),  and  (19)  into  Eq.  (20),
the following expression is obtained: 
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⟨ϕN |Ŵ |ϕN⟩ =
N2(N −1)2

χN

(Pα,Pβ∑
α,β∈Θ

Gαα,β(vαvβ)2χ
[αβ]
N−2

+

di fdi fdi f αβγ∑
α,β,γ∈Θ

Gαβ,γvαvβ(vγ)2χ
[αβγ]
N−2

+
(N −2)2

3

di fdi fdi f αβγ∑
α,β,γ∈Θ

Fαβγ(vαvβvγ)2χ
[αβγ]
N−3

)
, (21)

where 

Gαβ,γ = Vγαα̃β̃βγ +Vγ̃αα̃β̃βγ̃ = 2Vγαα̃β̃βγ, (22)
 

Fαβγ = Vαβγγβα+Vα̃βγγβα̃+Vαβ̃γγβ̃α+Vαβγ̃γ̃βα. (23)

Gαβ,γ =Gβα,γ =Gα̃β,γ =Gαβ,γ̃ Fαβγ = FP{αβγ} =
Fα̃βγ Gαα,γ = Fααγ Gαβ,α =Gαβ,β = Fααα = 0∑di fdi fdi f αβγ
α,β,γ∈ΘVα̃βγγβα̃ =

∑di fdi fdi f αβγ
α,β,γ∈ΘVαβ̃γγβ̃α =

∑di fdi fdi f αβγ
α,β,γ∈ΘVαβγ̃γ̃βα

Note  that  , 
,  ,  ,  and

.
By  appending  the  three-body  result  (21)  to  the  two-

body  expression,  which  is  Eq.  (25)  of  Ref.  [1], the   fol-
lowing average energy is obtained: 

⟨ϕN |H|ϕN⟩ =
N2

χN

[∑
α∈Θ

(2ϵαα+Gαα)(vα)2χ[α]
N−1

+

Pα,Pβ∑
α,β∈Θ

Gαβvαvβχ
[αβ]
N−1

+ (N −1)2
(Pα,Pβ∑
α,β∈Θ

Λαβ(vαvβ)2χ
[αβ]
N−2

+

Pα,Pβ∑
α,β∈Θ

Gαα,β(vαvβ)2χ
[αβ]
N−2

+

di fdi fdi f αβγ∑
α,β,γ∈Θ

Gαβ,γvαvβ(vγ)2χ
[αβγ]
N−2

+
(N −2)2

3

di fdi fdi f αβγ∑
α,β,γ∈Θ

Fαβγ(vαvβvγ)2χ
[αβγ]
N−3

)]
, (24)

where 

Gαβ = Vαα̃β̃β, (25)
 

Λαβ = Vαββα+Vαβ̃β̃α. (26)

The average energy is expressed by normalizations in Eq.
(24), which is used in coding.

For a physical explanation, another equivalent expres-

sion can be obtained based on occupation numbers. Tak-
ing Eqs. (9) and (11) into (21), the following equation is
obtained:
 

⟨ϕN |Ŵ |ϕN⟩ =
Pα,Pβ∑
α,β∈Θ

Gαα,β⟨ϕN |n̂α|ϕN⟩⟨ϕ[α]
N−1|n̂β|ϕ

[α]
N−1⟩

+

di fdi fdi f αβγ∑
α,β,γ∈Θ

Gαβ,γ
vα
vβ

(1−⟨ϕN |n̂α|ϕN⟩)

×⟨ϕ[α]
N |n̂β|ϕ

[α]
N ⟩⟨ϕ

[αβ]
N−1|n̂γ|ϕ

[αβ]
N−1⟩

+
1
3

di fdi fdi f αβγ∑
α,β,γ∈Θ

Fαβγ⟨ϕN |n̂α|ϕN⟩⟨ϕ[α]
N−1|n̂β|ϕ

[α]
N−1⟩

 

×⟨ϕ[αβ]
N−2|n̂γ|ϕ

[αβ]
N−2⟩. (27)

 

IV.  GRADIENT OF ENERGY

vα
vα

vα

The  average  energy  gradient  expressed  by  the  pair
structure   (3) is derived in this section. In addition, the
analytical  formula    at  energy  minimum  is  presented.
Finally, the asymptotic behavior of   away from (above
or below) the Fermi surface is described.

W

χN W
χN vα
δvα χN

Equation (21) expresses the three-body part   of the
average energy  in  terms  of  (Pauli-blocked)   normaliza-
tions  .  To  derive  the  gradient  of  ,  the  gradient  of

is  first  introduced.  Under  infinitesimal  change  of  ,
, the variation of   [1] is

 

δχN =
2
vα

(χN −χ[α]
N )δvα (28a)

 

= 2N2vαχ
[α]
N−1δvα. (28b)

The last step uses Eq. (9).
Pβ , Pα

δχ
[β]
N

δχ[α]
N /δvα = 0 δχ

[βγ]
N

δχ
[βγµ]
N

δχN δχ
[βγ]
N δχ

[βγµ]
N

If the β index ( ) is Pauli blocked in Eqs. (28a)
and (28b)  from  the  very  beginning,  the  derivation   re-
mains  valid,  so    can  be  obtained.  Note  that

.  Similarly,    could  be  easily  obtained
by  Pauli  blocking  indices  β  and  γ  from the  very   begin-
ning and   by Pauli blocking β, γ,  and μ. Substitut-
ing   (28a),  ,  and    into Eq. (21),  applying
simple calculus, and then collecting similar terms, the en-
ergy gradient is obtained:
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∂W
∂vα
=
∂
(
⟨ϕN |Ŵ |ϕN⟩

)
∂vα

= − 2N2(N −1)2

χN

[di fdi fdi f αβγ∑
β,γ∈Θ

Gαβ,γvβ(vγ)2χ
[αβγ]
N−2

+
χ[α]

N

N2(N −1)2vα

(
⟨ϕ[α]

N |Ŵ |ϕ
[α]
N ⟩−W

)]
. (29a)

δχN

It  is  necessary  to  derive  an  equivalent  expression  to
Eq.  (29a)  by  substituting  another  form  of  ,  i.e.,  Eq.
(28b), into Eq. (21),
 

∂W
∂vα
=

2N2

χN

[
(N −1)2

di fdi fdi f αβγ∑
β,γ∈Θ

Gαβ,γvβ(vγ)2χ
[αβγ]
N−2

+ vαχ
[α]
N−1

(
fα+ ⟨ϕ[α]

N−1|Ŵ |ϕ
[α]
N−1⟩−W

)]
, (29b)

where
 

fα =(N −1)2
Pβ,Pα∑
β∈Θ

(
Gαα,β+Gββ,α

)
(vβ)2 χ

[αβ]
N−2

χ[α]
N−1

+ (N −1)2(N −2)2
di fdi fdi f αβγ∑
β,γ∈Θ

Fαβγ(vβvγ)2 χ
[αβγ]
N−3

χ[α]
N−1

+ (N −1)2
di fdi fdi f αβγ∑
β,γ∈Θ

Gβγ,αvβvγ
χ

[αβγ]
N−2

χ[α]
N−1

(30)

 

=

Pβ,Pα∑
β∈Θ

(
Gαα,β+Gββ,α

)
⟨ϕ[α]

N−1|n̂β|ϕ
[α]
N−1⟩

+

di fdi fdi f αβγ∑
β,γ∈Θ

Fαβγ⟨ϕ[α]
N−1|n̂β|ϕ

[α]
N−1⟩⟨ϕ

[αβ]
N−2|n̂γ|ϕ

[αβ]
N−2⟩

+

di fdi fdi f αβγ∑
β,γ∈Θ

Gβγ,α
vγ
vβ
⟨ϕ[α]

N−1|n̂β|ϕ
[α]
N−1⟩(1−⟨ϕ

[αβ]
N−2|n̂γ|ϕ

[αβ]
N−2⟩).

(31)

fα  is the three-body part of single-pair energy, similar to
the three-body part of common HF single-particle energy.

By appending  the  three-body results  (29a)  and  (29b)
to the two-body expressions, which are Eqs. (31) and (32)
of Ref. [1], the average energy gradient is obtained:
 

∂E
∂vα
=− 2
χN

[
N2

Pβ,Pα∑
β∈Θ

Gαβvβχ
[αβ]
N−1

+N2(N −1)2
di fdi fdi f αβγ∑
β,γ∈Θ

Gαβ,γvβ(vγ)2χ
[αβγ]
N−2

+
χ[α]

N

vα

(
⟨ϕ[α]

N |H|ϕ
[α]
N ⟩−E

)]
(32a)

 

=
2N2

χN

[Pβ,Pα∑
β∈Θ

Gαβvβχ
[αβ]
N−1

+ (N −1)2
di fdi fdi f αβγ∑
β,γ∈Θ

Gαβ,γvβ(vγ)2χ
[αβγ]
N−2

+ vαχ
[α]
N−1

(
dα+ fα+ ⟨ϕ[α]

N−1|H|ϕ
[α]
N−1⟩−E

)]
. (32b)

E v⃗
vα E

The  gradient  of    is  perpendicular  to    because  the
overall norm of   does not affect  , which is
 

∇E · v⃗ =
∑
α∈Θ

vα
∂E
∂vα
= 0.

This identity is used for checking codes.
The  three-body  part  of  the  HF single-particle  energy

is as follows:
 

e(3)
α =

1
2

∑
β,γ∈SD

Vαβγγβα

=
∑
β∈SD

(
δαVαβα̃α̃βα+

1
2

Vαββ̃β̃βα

)
+

1
2

di fdi fdi f αβγ∑
β,γ∈SD

Vαβγγβα

= δα
∑
β∈Θ
β∈SD

Gαα,β+
1
2

∑
β∈Θ
β∈SD

Gββ,α+
1
2

di fdi fdi f αβγ∑
β,γ∈Θ
β,γ∈SD

Fαβγ

=
1
2

β,γ∈SD∑
β,γ∈Θ

Fαβγ, (33)

β ∈ SD
nβ = 1

where   means the β orbit occupied in the HF Slater
determinant ( ), and
 

δα =

1, if α ∈ SD,
0, else.

The HF single-particle energy, which includes three-body
forces, is
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eα = ϵαα+
β∈SD∑
β∈Θ
Λαβ+

1
2

β,γ∈SD∑
β,γ∈Θ

Fαβγ. (34)

eF ≡ (eh.o.+ el.e.)/2 eh.o. el.e.

eα
nα

vα

fα ≈ 2e(3)
α e(3)

α

eα

The Fermi energy  , where   and 
are the HF single-particle energy   of the highest occu-
pied orbit and lowest empty orbit. If  (11) is set to 1 for
occupied orbits and 0 for empty orbits, which is equival-
ent to setting   (3) to a very large number and 0, respect-
ively, the pair condensate (1) reduces to the HF Slater de-
terminant. In this case,  , where   is the three-
body part of the HF single-particle energy  .

At energy minimum, the gradients given by (32a) and
(32b) vanish, which implies
 

vα =
⟨ϕ[α]

N |H|ϕ
[α]
N ⟩−E

−N2Aα/χ
[α]
N

(35a)
 

=
−Aα/χ

[α]
N−1

dα+ fα+ ⟨ϕ[α]
N−1|H|ϕ

[α]
N−1⟩−E

, (35b)

where
 

Aα =
Pβ,Pα∑
β∈Θ

Gαβvβχ
[αβ]
N−1+ (N −1)2

di fdi fdi f αβγ∑
β,γ∈Θ

Gαβ,γvβ(vγ)2χ
[αβγ]
N−2 .

(36)
eα≪ eF

≪
eα≫ eF

eα≪ eF ⟨ϕ[α]
N |H|ϕ

[α]
N ⟩−

E ≈ 2(eF − eα) dα+ fα+ ⟨ϕ[α]
N−1|Ŵ |ϕ

[α]
N−1⟩−W ≈ 0

eα≫ eF ⟨ϕ[α]
N |H|ϕ

[α]
N ⟩−

E ≈ 0 dα+ fα+ ⟨ϕ[α]
N−1|Ŵ |ϕ

[α]
N−1⟩−W ≈ 2(eα− eF)

Numerically, (35a) is usually chosen when   (here
  means  that  the  α  orbit  is  well  below  the  Fermi

surface),  and  (35b)  is  usually  selected  when  .
When  ,  physical  arguments  imply 

  and  .  To
avoid the numerical sign problem resulting from the sub-
traction  of  two  very  close  numbers,  (35a)  is  chosen.
When  ,  physical  arguments  imply 

  and  ,  so
(35b) is selected.

vαThe asymptotic  behavior  of    away from (above  or
below) the Fermi surface is also implied by the foregoing
analysis,
 

vα ≈


2(eF − eα)

−N2Aα/χ
[α]
N

, if eα≪ eF , (37a)

−Aα/χ
[α]
N−1

2(eα− eF)
, if eα≫ eF . (37b)

For a physical explanation, equivalent expressions to Eq.
(35a)  and  (35b)  can  be  derived  in  terms  of  occupation
numbers:
 

vα =
⟨ϕ[α]

N |H|ϕ
[α]
N ⟩−E

−Bα
(38a)

 

=
−Cα

dα+ fα+ ⟨ϕ[α]
N−1|H|ϕ

[α]
N−1⟩−E

, (38b)

where 

Bα =
Pα,Pβ∑
β∈Θ

Gαβ
1
vβ
⟨ϕ[α]

N |n̂β|ϕ
[α]
N ⟩

+

di fdi fdi f αβγ∑
β,γ∈Θ

Gαβ,γ
1
vβ
⟨ϕ[α]

N |n̂β|ϕ
[α]
N ⟩⟨ϕ

[αβ]
N−1|n̂γ|ϕ

[αβ]
N−1⟩, (39)

 

Cα =
Pα,Pβ∑
β∈Θ

Gαβvβ(1−⟨ϕ[α]
N−1|n̂β|ϕ

[α]
N−1⟩)

+

di fdi fdi f αβγ∑
β,γ∈Θ

Gαβ,γvβ(1−⟨ϕ[α]
N−1|n̂β|ϕ

[α]
N−1⟩)⟨ϕ

[αβ]
N−1|n̂γ|ϕ

[αβ]
N−1⟩, (40)

and  equivalent  expressions  to  Eq.  (37a)  and  (37b)  can
also be derived in terms of occupation numbers: 

vα ≈


2(eF − eα)
−Bα

, if eα≪ eF , (41a)

−Cα
2(eα− eF)

, if eα≫ eF . (41b)

vα
The exact [Eqs. (35a) and (35b)] and asymptotic [Eqs.

(37a) and (37b)] expressions for   are used to minimize
the energy in the algorithm. 

V.  COMPUTER ALGORITHM

|ϕN⟩ vα
vα

E
vα

vα
vα

vα

In Sec. II,   was expressed using   (Eqs. (1) and
(3)).  In Sec.  III,  normalizations were expressed using 
(Eqs.  (8),  (9),  and  (10))  and  the  average  energy    (24)
was  expressed  using  normalizations  and  .  In  Sec.  IV,
we  presented  the  gradient  of  energy  expressed  by 
(Eqs. (32a) and (32b)) and the expression of   when the
gradient equals zero (Eqs. (35a) and (35b)).  We also de-
rived  the  asymptotic  expression  of    when  the  α  orbit
away  from  (above  or  below)  the  Fermi  surface  and  the
gradient equal zero (Eqs. (37a) and (37b)).

E
vα v⃗

v⃗
v⃗ E

v⃗ Ω−1
D = 2Ω

Ultimately,  the  objetive  is  to  minimize  the  average
energy   to arbitrary precision using these equations. The
initial value of   is inconsequential because all  initial 
will  converge  to  the  same  final    that minimize  the   en-
ergy. The Euclidean norm of   does not affect  ,  so the
degrees  of  freedom  of    are  (the  dimension  of  the
single-particle space is  , where Ω is the number of
vacancies for Kramers pairs). In practice, when using ma-
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D = 2Ω = 240
E

chine  precision,  the  largest  dimension  of  the  single-
particle  space D  is approximately  40,  for  which  the   nu-
merical sign problem will not occur. Considering the lim-
itations of CPU and memory in laptops, 120 effective di-
gits  were  set  in  this  study  (using Mathematica  function
SetPrecision  [120]),  and    was  set  for  the
model  space  to  compute  the  final  . The  complete   al-
gorithm includes three consecutive steps:

|α⟩
eα 2N

Step 1. Sort the single-particle basis states   by their
HF energy   (35) and occupy the lowest   basis states.
Given that this study is VDPC+BCS rather than VDPC+
HFB,  the  HF  equation  was  solved  without  mixing  the
basis  states.  This  step  is  not  needed  if  the  input  single-
particle basis is already the HF basis.

eF
D = 2Ω = 40

2N = 20

E vα
v(1)
α

Step  2.  Select,  around  ,  the  first  single-particle
valence space (VS1) of dimension   (20 above
the Fermi surface and 20 below the Fermi surface, so the
number  of  particles  ).  This  model  space  is  half-
filled.  The  single-particle  basis  states  below  VS1  are
totally filled,  forming  an  inert  core  that  effectively   cor-
rects  the  VS1  single-particle  energy  using  its  HF  mean
field.  Within  VS1,  the  MATLAB  function  fminunc  was
used to find the minimum of the unconstrained multivari-
able function to minimize  .  The resultant   of  VS1 is
called  . Step 2 only uses double precision.

eF
D = 2Ω = 240 |α⟩

vα v(1)
α eα < eF

eα > eF vα
nα ≈ 1 nα ≈ 0

vα
E

vα

E
∂E/∂vα

vα

Step  3.  Select,  around  ,  the  second  valence  space
(VS2) of dimension  . If   belongs to VS1,
initialize    of  VS2  to  be .  Otherwise,  if 
( ),  initialize   of  VS2 to  be  a  very  large  (small)
number  so  that    ( ).  The  analytical  formulas
(35a)  and  (35b)  allows  iterating  on    until  the  average
energy    converges to  a  desired  precision  (more   itera-
tions provide  more  precision;  usually  10  iterations   suf-
fice).  The  resultant    of  VS2  is  the  final  result,  which
finishes  the  algorithm.  Step  3  uses  a  120  precision  to
compute normalizations [according to Eqs. (8)–(10)] and
  [Eq.  (24)]  to  overcome  the  sign  problem,  and  double

precision  to  compute    [according  to  Eqs.  (32a)
and (32b)] and   [Eqs. (35a) and (35b)], which will not
give rise to the sign problem, because Eqs. (8)–(10) lose
relatively more precision. 

VI.  A SEMIREALISTIC EXAMPLE

158
64 Gd

2N =

β = 0.349

NN Vlow−k
N3LO

In  this  section,  we  demonstrate  the  algorithm  in  a
semirealistic  example  of  the  rare-earth  nucleus  ,
considering  only  the  neutron  degree  of  freedom  (
94). The single-particle levels are Nilsson levels (at quad-
rupole  deformation  ,  which  is  the  experimental
value).  The  two-body  interaction  is  the  low-momentum

  interaction  ,  which  is  derived  from  the  free-
space   potential [76].

The  program  published  by  Hjorth-Jensen  [77]  was
used  to  calculate  (in  the  absence  of  Coulomb,  charge
symmetry breaking,  or  charge-independent  breaking) the

Vlow−k
N = 14

fm-1

N = 2nr + l

N ⩽ 14 ϵαα

two-body matrix elements of    in the spherical har-
monic  oscillator  basis  up  to  (and  including)  the 
major  shell  with  a  standard  momentum  cutoff  2.1 
(   is  the  major-shell  quantum  number).  The
Nilsson  model  is  then  diagonalized  on  this  spherical

 basis,  and  the  eigenenergies   and  eigen  wave
functions transform  the  spherical  two-body  matrix   ele-
ments into matrix elements on the Nilsson basis, as used
in the Hamiltonian (15).

Gαβ,γ Fαβγ

Gαβ,γ Fαβγ
Gαβ,γ Gαβ
Gαβ,γ = coe f × [Gαβ+ err× rand×mean(Gαβ)]

rand

(−0.5,0.5) mean(Gαβ)
Gαβ Fαβγ

Λαβ Fαβγ = coe f×
[Λαβ+ err× rand×mean(Λαβ)] Gαβ,γ =Gβα,γ
Fαβγ = FP{αβγ} Gαα,γ = Fααγ Gαβ,α =Gαβ,β = Fααα = 0

Gαβ,γ Fαβγ

W
−154.09

V

This example  is  comprehensively  covered in  the  ori-
ginal  VDPC+BCS  algorithm  [1].  Let  us  further  discuss
the  three-body  interaction.  Random    and 
matrices were employed; the formulas provided next de-
scribe  how  the    and    matrices  are  generated.
The    matrix  is  generated  from  the    matrix,
and  ,  where
"coef"  is  an  adjustable  three-body  strength  and  "err"  is
the  degree  of  dispersion.  The  function    provides  a
single uniformly distributed random number in the inter-
val   and   computes the mean over all
elements of the   matrix. Similarly, the   matrix is
generated  from  the    matrix,  and 

.  Note  that  ,
,  , and  .

Therefore, not all elements of the   and   matrices
are  independent;  only  some  independent  elements  are
generated,  and  consequently  non-independent  elements
are also automatically generated. The three-body strength
was set to 0.01 and the degree of dispersion to 1 to make
the  total  three-body  part  of  average  energy    equal  to

 MeV, which is approximately 0.2 times as large
as the total two-body part of average energy  , which is

 

Fig. 1.    Convergence of energy in Step 2 using double preci-
sion.  The  horizontal  axis  represents  the  number  of  iterations.
The vertical axis shows the energy at each iteration E(iter), re-
lative  to  the  final  converged  energy  E(final).  The  total  time
cost of all iterations was 2.118 s using a laptop (Intel Core i7-
8550U @ 1.80 GHz, 32.0 GB RAM, no parallel computing).
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−911.93 Gαβ,γ Fαβγequal to   MeV. The   and   matrices also
satisfy the trend that the absolute values of the matrix ele-
ments are larger when the α and β orbits are closer.

E

D = 2Ω = 40

10−7

Figure  1  shows  how    converges  in  Step  2  as  the
number of iteration increases. The dimension of the mod-
el in this case was   (20 above the Fermi sur-
face and  20  below the  Fermi  surface),  as  previously  ex-
plained. The energy error decreases on the semi-log plot.
After approximately 90 iterations, the error was less than

 MeV. The total time cost of all iterations was 2.118
s using double precision.

E

240−94 = 146

D = 2Ω = 240

Figure 2 shows how   converges in Step 3. The low-
est 240 single-particle orbits (94 below the Fermi surface
and   above the  Fermi  surface)  were   selec-
ted, considering that the level density in the upper layer is
relatively small.  Therefore,  the number of single-particle
orbits above the Fermi surface was slightly larger. Its di-
mension    was  the  largest  dimension  set  in
this  study  because  of  the  limited  computing  resources
available. The computer code was run twice using double
precision  and  120  precision,  respectively.  The  legend
"120 digits" denotes the use of 120 precision everywhere,
whereas the  legend  "double"  denotes  the  use  of  120   ef-
fective digits only when necessary (to overcome the sign
problem), switching to double precision for higher speed.
Comparing these two executions, "120 digits" was signi-
ficantly slower than "double", but it  converged to higher
precision.

E

E

In practical terms, the energy   can be minimized to
any arbitrary  precision.  The  energy  error  decreased   lin-
early on the semi-log plot for the "120 digits" execution,
as  shown  in  Fig.  2,  so    converged  exponentially  with
the  number  of  iterations.  After  120  iterations,  the  error

10−50

10−23

10−23

was  less  than   MeV.  It  is  not  difficult  to  conclude
that  if  the  precision  used  in  Step  3  (greater  than  120)  is
increased and  more  iterations  are  carried  out,  the   preci-
sion  of  the  convergent  energy  will  increase  as  well.  For
the "double" execution, the best precision achievable was
approximately MeV, reached near the 55th iteration.
This  execution  produced  the  same  result  as  that  of  the
"120  digits"  execution  until  this  point  (the  two  energy
curves are  indistinguishable).  After  this  point,  the  preci-
sion of  the  "double"  execution  fluctuated  and  no   im-
provement was achieved. To summarize, the "double" ex-
ecution  is  preferred  because  it  runs  much  faster  and  the
precision of   MeV is sufficient in nuclear physics.

T ≈ (D/82.5)3.38

D = 2Ω
T ≈ (D/61.0)4.11

The cost of computing time per iteration is primarily
determined by the dimension of the single-particle model
space. For the "double" run,  , as shown in
Fig. 3, where T is the average time of one iteration (aver-
aged over 20 iterations)  in unit  of  second and    is
the dimension. For the "120 digits" run,  .
All  the  numerical  computations  were  completed  on  a
laptop having a one quad-core CPU (Intel Core i7-8550U
@ 1.80  GHz),  dual  16.0  GB memory  (32.0  GB in  total,
operating at 2400 MHz). A single core was employed in
all computations (i.e., no parallel computing was set). All
the  time  costs  given  in  the  text  or  plotted  in  the  figures
represent actual time costs on this laptop.

A  complete  execution  is  shown  in Fig.  4.  The  exact
energy  E(exact)  is  the  energy  after  120  iterations  using
random  three-body  forces  with  120  precision  when  the
dimension  is  equal  to  240  (the  maximum  dimension,

 

Fig.  2.      (color  online)  Energy  and  time  using  two  types  of
precision:  double  and  120  effective  digits.  The  solid  and
dashed lines correspond to the left vertical axis and show the
energy at each iteration E(iter), relative to the final converged
energy  E(final).  The  dotted  and  dash-dot  lines  correspond  to
the  right  vertical  axis,  showing  the  accumulated  computer
time cost after each iteration.

 

Fig. 3.    (color online) Average computing time cost of one it-
eration in different  model  spaces.  The horizontal  axis   repres-
ents the dimension of each model space, whereas the vertical
axis represents the time cost of one iteration (averaged over 20
iterations).  The  circle  symbols  represent  iterations  using
double precision,  while  the  asterisk  symbols  represent   itera-
tions  using  120  effective  digits.  The  solid  and  dashed  lines
represent their linear fits, respectively.
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10−50

D = 40

maximum precision,  and  maximum number  of  iterations
employed  in  a  single  program  execution  in  this  study).
This  energy  is  the  smallest  energy  considered  in  this
work; it is more precise than   MeV (see Fig. 2) and
is  regarded  as  the  physically  real  energy  of  this  system.
Step 1 was HF and incurred negligible time. The energy
error  after  step  2  was  approximately  8  MeV,  which
means that the VS1 energy minimum was higher than the
VS2 energy minimum by approximately  8  MeV (the  di-
mension  of  VS1  was    whereas  that  of  VS2  was

D = 240 Gαβ,γ Fαβγ
|eγ − eα| |eγ − eβ|

), because the randomly generated   and 
did not  decrease as    (or  )  increased.  After
the three  steps,  the  energy  error  was  reduced  to  approx-
imately  2  keV in  less  than 7  min. Figure  5 plots the  en-
ergy  convergence  pattern  in  different  model  spaces.  The
energy  error  curves  are  linear  on  a  semi-log  plot,  so  the
energy  converges  exponentially  with  increasing  number

 

D = 240

Fig.  4.      Energy  and  time  in  a  complete  run.  The  horizontal
axis represents the three steps listed in Sec. V, where Step 3 is
divided  into  10  iterations.  The  cross  symbols  correspond  to
the left axis and show the energy error after each step or itera-
tion,  relative  to  the  exact  energy  E(exact)  (converged  energy
in   model space). The circle symbols correspond to the
right axis and show the time cost spent by each step or itera-
tion, in unit of second.

 

Fig.  5.      (color  online)  Energy  and  time  in  different  model
spaces. The  solid,  dashed,  dash-dot,  and  dotted  lines   corres-
pond to the left vertical axis, and show the energy errors. The
circle,  cross,  asterisk,  and triangle symbols correspond to the
right  vertical  axis,  and  show the  accumulated  time  cost  after
each iteration.

 

vα
vα

RE ≡ (vasymptotic
α /vexact

α )−1

vα
|RE|

nα

Fig.  6.      (color online) Error of  the asymptotic   as a func-
tion  of  the  exact  value  of  .  The  relative  error  is  given  by

.  The  horizontal  axis  represents  the
exact  . The dot symbols correspond to the left vertical axis
and show  . The cross symbols correspond to the right ver-
tical axis and represent the exact occupation number  .

 

vα
vα

Fig. 7.    (color online) Average computing time cost of one it-
eration in different  model  spaces.  The horizontal  axis   repres-
ents the dimension of each model space, whereas the vertical
axis represents the time cost of one iteration (averaged over 20
iterations).  The  circle  symbols  represent  iterations  according
to the exact   expressions (35a) and (35b), while the triangle
symbols  represent  iterations  according  to  the  asymptotic 
expressions (37a) and (37b). The solid and dash-dot lines rep-
resent their linear fit, respectively.
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of iterations. As the dimension of model space increased,
the rate of convergence did not slow down significantly.
For a  specified  dimension,  the  cumulative  time  cost   in-
creased linearly with the number of iterations. Therefore,
the time cost was approximately the same for each itera-
tion. Note also that increasing the dimension of the mod-
el  space  by 40 approximately  doubles  the  time cost  of  a
single iteration.

vα

D = 240
vα = 1

|RE| ≈ 1
|RE|

vα |RE| < |RE| <

vα vα

vα

T ≈ (D/82.5)3.38

vα T ≈ (D/198)2.12

The asymptotic  expressions  (37a)  and  (37b)   faith-
fully  reproduce  the  exact  values  of    (35a)  and  (35b)
away from the Fermi surface. Figure 6 compares them at
the  energy  minimum  in  the   model  space.  Near
the Fermi surface (i.e., the vicinity of  ), the asymp-
totic  expressions  (37a)  and  (37b)  are  not  applicable,  so
the  largest  absolute  value  of  relative  error    ap-
pears here. Going away from the Fermi surface,   be-
comes gradually smaller. Of these 120 different values of
,  82.5% have   10% and 36.7% have   1%.

Figure 7 shows that the average computing time cost per
one  iteration  of  both  exact    and  asymptotic    in-
creases approximately linearly with the dimension on the
log-log plot. For the exact   run, the circle symbols and
solid  line  are  exactly  the  same  as  the  ones  for  the
"double" run displayed in Fig. 3, so  . For
the  asymptotic    run,  ;  it  was  a  much
faster execution.

D = 240
Figure  8  illustrates a  portion  of  the  convergence  cri-

teria  in  this  program,  using  120  precision  and 

max[(∂E/∂vα)(a)− (∂E/∂vα)(b)]∑
α∈Θ

vα(∂E/∂vα)(a)
∑
α∈Θ

vα(∂E/∂vα)(b)

model  space.  After  convergence,  all  five  criteria  in  the
figure  should  be  equal  to  zero.  Here  "equal  to  zero"
means a non-specific, acceptable error. It can be seen that
all five criteria decreased linearly in the semi-log plot as
the number of iterations increased. After 20 iterations, all
the convergence criteria were reduced by at least four or-
ders of magnitude. There are three additional criteria not
shown  in  the  figure;  ,

,  and  are  always  zero
during 200  iterations,  which  further  proves  that  the   en-
ergy truly converges.

coe f = 0

We  ran  the  extended  VDPC+BCS  code  six  times,
each  running  through  the  first  and  second  steps.  The
second  step  was  iterated  51  times.  These  six  times  used
different three-body strength and/or degree of dispersion,
as shown in Fig. 9. The dash-dotted line   corres-
ponds  to  no  three-body  interaction,  only  one-body,  and
two-body  interactions.  The  values  represented  by  the
circle symbol are used in all previous figures and are also
described in  the  first  paragraph of  this  section.  It  can be
seen from the figure that after the three-body force is ad-
ded, the  energy  converges  faster,  and  when other  condi-
tions  remain  unchanged,  the  greater  the  three-body
strength, the faster the energy convergence, and the posit-
ive or negative nature of the three-body force will not af-
fect  the  convergence  speed.  By comparing the  solid  line
and circle symbol, we can conclude that the degree of dis-
persion does  not  affect  the  convergence  speed.  The   tri-
angle symbol means that after a more realistic simulation
of the three-body force (the three-body force matrix ele-

 

vα

Fig.  8.     Partial  convergence  criteria  in  one  program   execu-
tion.  The  horizontal  axis  represents  the  number  of  iterations
whereas  the  vertical  axis  represents  the  numerical  value  of
each  expression.  The  pentagram  and  horizontal  line  symbols
represent  the  maximum numerical  values  of  (32a)  and (32b),
respectively.  The  circle  (vertical  line)  symbols  represent  the
maximum  numerical  value  of  the  difference  between  (35a)
and (35b) in the current iteration and exact   in the previous
iteration. The point symbols represent the maximum numeric-
al value of the difference between (35a) and (35b).

 

D = 240

coe f err

Z

Fig.  9.      Convergence  of  energy  using  different  three-body
Hamiltonians in the   model space. The six curves cor-
respond  to  six  executions  using  different  three-body  strength

  and/or  degree  of  dispersion  .  For  each  execution,  its
curve  shows  the  energy  at  every  iteration  E(iter),  relative  to
the  final  converged  energy  E(final)  in  this  execution.    is  a
coefficient whose  value  ranges  between  0.1  and  1  and   de-
creases sharply as γ moves away from α and β.

Extending the VDPC+BCS formalism by including three-body forces Chin. Phys. C 47, 044104 (2023)

044104-11



Gαβ,γ
Fαβγ

ments  rapidly  become  smaller  as  α,  β,  and  γ  get  away
from  each  other),  the  energy  convergence  curve  will  be
closer to the curve of only one-body and two-body inter-
actions, but it will converge faster, and the accuracy will
be  higher  after  the  same  number  of  iterations.  By  using
different  random  three-body  force  matrices    and

, it is shown that the three-body force is correctly ad-
ded in this study, regardless of the three-body force used,
and including the real three-body force. Indeed, it can be
correct and quickly converge to any arbitrary precision. 

VII.  CONCLUSIONS

vα

vα
vα

vα

This study extends the VDPC+BCS formalism by in-
cluding three-body  forces.  In  particular,  the  average   en-
ergy  and  its  gradient  are  derived  for  a  three-body
Hamiltonian  in  terms  of  the  coherent-pair  structure  .
The gradient  is  vanished  to  obtain  the  analytical  expres-
sion  of    at  the  energy  minimum.  The  extended
VDPC+BCS algorithm iterates on these   expressions to
minimize the average energy for a three-body Hamiltoni-
an,  until  arbitrary  precision.  Asymptotic  expressions  of
 away from (above or below) the Fermi surface are also

provided.  They  are  highly  accurate,  as  shown  in  Fig.  6,
and  can  be  numerically  evaluated  quickly,  as  shown  in-

Fig. 7.

E

The new code is demonstrated using a numerical ex-
ample  with  realistic  two-body  and  random  three-body
forces in large model spaces. Figure 4 shows a complete
numerical  example  execution.  In  the  given model  space,
the  average energy   can be  minimized to  any arbitrary
precision, as shown in Fig. 2. The pattern of energy con-
vergence  and  real  computer  time  cost  are  presented  in
Fig.  5.  The  numerical  sign  problem  emerges  in  some
areas of the code if double-precision floating-point num-
bers  are  used  globally.  In  these  parts,  higher  precision
(120  effective  digits)  was  employed  to  solve  this  issue.
Numerical expressions of the computing time cost per it-
eration  are  also  provided  using  the  dimension  of  the
single-particle model space, as shown in Fig. 3. The new
code is published together with this manuscript.

In the  future,  realistic  three-body  forces  will  be   em-
ployed to study their effect on the coherent-pair condens-
ate.  Possible  changes  of  various  pairing  phenomena will
also be studied. 
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