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Abstract: In  this  study,  we  extend  our  previous  study  on  the   molecular  states  with  ,  ,  and
to investigate their two-body strong decays via the QCD sum rules based on rigorous quark-hadron duality. We

obtain the partial decay widths and, therefore, the total widths of the ground states with  ,  , and  ,
which indicate that it is reasonable to assign   as the   tetraquark molecular states with  .
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I.  INTRODUCTION

X(3872) π+π−J/ψ

X(3872) JPC = 1++

B+→ X(3872)K+ X(3872)
D0D̄∗0

D0D̄∗0

In  2003,  the  Belle  collaboration  made  a  ground-
breaking  observation  of    in  the    invari-
ant mass spectrum [1]. Since then, extensive experiment-
al  and  theoretical  investigations  have  been  conducted  to
understand  the  nature  of  this  exotic  state.  In  2013/2015,
the LHCb  collaboration  determined  the  quantum   num-
bers  of    to  be    in  the  process

  [2, 3].    is  located  very  close  to
the    threshold  and  has  a  large  decay  rate  to  the

  pair,  which  suggests  that  it  might  be  a  loosely
bound molecular state; therefore, its properties have been
studied extensively [4−24].

γψ(2S )
γγ→ γψ(2S )

3922.4±6.5±2.0MeV
22±17±4MeV X(3915)
χc2(3930) 4014.3±4.0±1.5
MeV 4±11±6 MeV

2.8σ

In 2021, the Belle collaboration observed weak evid-
ence for two structures in the   invariant mass dis-
tribution  of  the  two-photon  process    from
the threshold to 4.2 GeV for the first time. One structure
was  seen  at    with  a  width  of

,  which  is  consistent  with    or
,  and  the  other  was  seen  at 

  with  a  width  of  ,  which  is  a  new
charmonium-like state with a global significance of 
[25].

D∗D̄∗ X(4014)
JPC = 2++ X(3872)

X(3872)

X(4014)→ γψ(2S )

According  to  the  heavy  quark  spin  symmetry,  there
maybe  exist  an  isoscalar    molecular  state 
with   as the partner of   [14, 17, 26−30],
which has a narrow width similar to that of   [27,
28, 31], and recent studies on radiative decays have indic-
ated  that  the  branching  ratio  of    to

X(4014)→ γJ/ψ
X(3872)
X(4014)

D∗D̄∗

  is  smaller  than  one,  just  like  that  of
  [28,  32].  For  example,  the  molecule  candidate
  has  been  studied  by  several  phenomenological

models [26, 27, 33, 34]. It is interesting to view this sub-
ject  from  the  QCD  directly  and  resort  to  the  QCD  sum
rules  to  explore  the  branching  fractions  of  all  mo-
lecular states in a comprehensive manner to elucidate the
nature of the molecular states.

JPC = 0++

1+− 2++

JP = 0+ 1+ 2+

JPC = 0++ 0−+ 0−− 1−−

1−+ 1+− 2++

JPC = 0++ 1+− 2++

The QCD sum rules have been successfully applied to
study the mass spectrum of the exotic X, Y and Z states to
determine  their  natures,  whether  they  are  hidden-charm
(or hidden-bottom) tetraquark states or hadronic molecu-
lar states [9, 14, 24, 35−61]. In our unique scheme focus-
ing on the energy scale dependence of the tetraquark (mo-
lecular) states,  we  have  performed  comprehensive   stud-
ies  of  the  hidden-charm molecular  states  with  ,

,    [9,  14,  17,  49],  doubly-charm molecular  (tetra-
quark)  states  with  ,  ,    [49,  50,  54,  55],  hid-
den-charm tetraquark states with  ,  ,  ,  ,

,  ,   [36, 37, 45, 48, 56], and hidden-bottom tet-
raquark states with  ,  ,   [59]. We have also
made reasonable/suitable identifications of existing exot-
ic states, and we observed that the scenario of tetraquark
states could accommodate more exotic particles than that
of molecular states.

≤ 1 ≪ 1

[uc]A[d̄c̄]A JPC = 0++ 1+− 2++

In  our  unique  scheme  of  QCD  sum  rules,  we  prefer
pole contributions of approximately (40-60)% and contri-
butions  of  the  vacuum  condensates  of %  or  %  in
the  Borel  windows.  The  diquark-antidiquark type   tetra-
quark states   with  ,  , and   have
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3.95±0.09 GeV 4.02±0.09 GeV 4.08±
0.09 GeV

M2++ > M1+− > M0++

D∗D̄∗

JPC = 0++ 1+− 2++

4.02±0.09 GeV 4.02±0.09 GeV 4.02±
0.09 GeV

Zc(4020)
JPC = 1+−

3̄3 11

11

masses  ,  ,  and 
, respectively, where the subscript A denotes the

axial-vector  diquarks  [37].  The  central  values  of  the
masses  have  a  hierarchy  ,  and  the
spin-breaking effects are remarkable. While the  type
molecular  states  with  ,  ,  and    have
masses  ,  ,  and 

,  respectively  [14],  the  central  values  of  the
masses are almost degenerated, and the spin-breaking ef-
fects  are  small.  We  can  assign  as either  a   tetra-
quark  state  or  molecular  state  with    if  only  the
mass  is  concerned.  We  should  bear  in  mind  that,  in  the
QCD sum rules, we choose the local four-quark currents,
which potentially couple to the color  -type or  -type
tetraquark states,  which  are  all  compact  objects.   Al-
though  we  refer  to  the  -type  tetraquark  states  as  the
molecular  states,  they  are  not  usually  called  molecular
states [24].

Zc(3900) JPC = 1+−

X(3872) Zc(4020)
Zcs(3985/4000) Zcs(4123) Y(4500) X(6552)

D∗D̄∗

JPC = 0++ 1+− 2++

As the  mass  alone  cannot  identify  a  hadron   unam-
biguously, it can only lead to a crude assessment, and we
have  to  deal  with  the  partial  decay  widths  in  detail.  In
Ref.  [62],  we  studied  the  two-body  strong  decays  of

 as  a  tetraquark state  with   by  introdu-
cing  rigorous  quark-hadron  duality  in  the  three-point
QCD sum rules for the first time. Thereafter, the rigorous
duality has been successfully applied to study the strong
decays  of  the  exotic  states  ,  ,

,  ,  ,  ,  etc.,  in  the
scenario  of  tetraquark  states  [51,  63−67].  In  this  study,
we  extend  our  previous  works  to  explore  the  two-body
strong  decays  of  the    molecular  states  with

,  , and   via the QCD sum rules based on
the  rigorous  quark-hadron  duality.  In  calculations,  we
consider  both  the  connected  and  disconnected  Feynman
diagrams to ensure accuracy.

The remainder of this article is organized as follows.
In Section II,  we obtain the QCD sum rules for the had-
ronic coupling constants  of  the  molecular  states.  In  Sec-
tion III,  we present the numerical results and discussion.
Finally, we summarize our findings in Section IV. 

II.  QCD SUM RULES FOR THE HADRONIC
COUPLING CONSTANTS

First, let us give the three-point correlation functions: 

Π1(p,q) = i2
∫

d4xd4yeip·xeiq·y⟨0|T
{

Jηc (x)Jπ(y)J0†(0)
}
|0⟩ ,

Π2
α(p,q) = i2

∫
d4xd4yeip·xeiq·y⟨0|T

{
Jχc1
α (x)Jπ(y)J0†(0)

}
|0⟩ ,

Π3
αβ(p,q) = i2

∫
d4xd4yeip·xeiq·y⟨0|T

{
JJ/ψ
α (x)Jρβ(y)J0†(0)

}
|0⟩ ,

(1)
 

Π4
αµν(p,q) = i2

∫
d4xd4yeip·xeiq·y⟨0|T

{
JJ/ψ
α (x)Jπ(y)J1†

µν (0)
}
|0⟩ ,

Π5
βµν(p,q) = i2

∫
d4xd4yeip·xeiq·y⟨0|T

{
Jηc (x)Jρβ(y)J1†

µν (0)
}
|0⟩ ,

Π6
αβµν(p,q) = i2

∫
d4xd4yeip·xeiq·y⟨0|T

{
Jhc
αβ(x)Jπ(y)J1†

µν (0)
}
|0⟩ ,

(2)

 

Π7
µν(p,q) = i2

∫
d4xd4yeip·xeiq·y⟨0|T

{
Jηc (x)Jπ(y)J2†

µν (0)
}
|0⟩ ,

Π8
αµν(p,q) = i2

∫
d4xd4yeip·xeiq·y⟨0|T

{
Jχc1
α (x)Jπ(y)J2†

µν (0)
}
|0⟩ ,

Π9
αβµν(p,q) = i2

∫
d4xd4yeip·xeiq·y⟨0|T

{
JJ/ψ
α (x)Jρβ(y)J2†

µν (0)
}
|0⟩ ,

(3)

where the currents
 

Jηc (x) = c̄(x)iγ5c(x) ,

Jπ(x) = ū(x)iγ5d(x) ,

JJ/ψ
α (x) = c̄(x)γαc(x) ,

Jρα(x) = ū(x)γαd(x) ,

Jχc1
α (x) = c̄(x)γαγ5c(x) ,

Jhc
αβ(x) = c̄(x)σαβc(x) , (4)

ηc J/ψ χc1 hcinterpolate the mesons  , π,  , ρ,  , and  , respect-
ively, and the currents
 

J0(x) = ū(x)γµc(x) c̄(x)γµd(x) ,

J1
µν(x) =

1√
2

î
ū(x)γµc(x) c̄(x)γνd(x)− ū(x)γνc(x) c̄(x)γµd(x)

ó
,

J2
µν(x) =

1√
2

î
ū(x)γµc(x) c̄(x)γνd(x)+ ū(x)γνc(x) c̄(x)γµd(x)

ó
,

(5)

J = 0 1 2

GX0ηcπ GX0χc1π GX0 J/ψρ GX1 J/ψπ GX1ηcρ GX1hcπ GX2ηcπ

GX2χc1π GX2 J/ψρ

interpolate  the  hidden-charm molecular  states  with  spins
,  ,  and  , respectively.  We consider  these correla-

tion  functions  to  study  the  hadronic  coupling  constants
,  ,  ,  ,  ,  ,  ,
,  and  ,  respectively.  In  this  study,  we  take

the isospin limit for simplicity.
We  insert  a  complete  set  of  intermediate  hadronic

states with the same quantum numbers as the currents in-
to  Eqs.(1)–(3)  to  analyze  the  correlation  functions  at  the
hadron  side;  then,  we  explicitly  isolate  the  contributions
of the ground states [68, 69]:
 

Tao Hong, Xiao-Song Yang, Zhi-Gang Wang Chin. Phys. C 49, 103104 (2025)

103104-2



Π1(p,q) =
λX0 fηc m

2
ηc

fπm2
πGX0ηcπ

2mc(mu+md)(m2
X0
− p′2)(m2

ηc
− p2)(m2

π−q2)
+ · · · ,

= Π1(p′2, p2,q2)+ · · · ,
(6)

 

Π2
α(p,q) =

λX0 fχc1 mχc1 fπm2
πGX0χc1π

(mu+md)(m2
X0
− p′2)(m2

χc1
− p2)(m2

π−q2)
iqα+ · · · ,

= Π2(p′2, p2,q2) (iqα)+ · · · ,
(7)

 

Π3
αβ(p,q) =

λX0 fJ/ψmJ/ψ fρmρGX0 J/ψρ

(m2
X0
− p′2)(m2

J/ψ− p2)(m2
ρ−q2)

gαβ+ · · · ,

= Π3(p′2, p2,q2)gαβ+ · · · , (8)

 

Pµνα′β′

A (p′)ϵα′β′ατ pτΠ4
αµν(p,q) = Π̃4(p′2, p2,q2)

(
p2+ p ·q

)
,

(9)

 

Π4(p′2, p2,q2) = Π̃4(p′2, p2,q2) p ·q,

=
λX1 fJ/ψmJ/ψ fπm2

πGX1 J/ψπ

mX1 (mu+md)(m2
X1
− p′2)(m2

J/ψ− p2)(m2
π−q2)

× p ·q+ · · · ,
(10)

 

Pµνα′β′

A (p′)ϵα′β′ βτ qτΠ5
βµν(p,q);= Π̃5(p′2, p2,q2)

(
p ·q+q2

)
,

(11)

 

Π5(p′2, p2,q2) = Π̃5(p′2, p2,q2) p ·q,

=
λX1 fηc m

2
ηc

fρmρGX1ηcρ

2mcmX1 (m2
X1
− p′2)(m2

ηc
− p2)(m2

ρ−q2)

× p ·q+ · · · ,
(12)

 

Pµνµ′ν′

A (p)Pαβα′β′

A (p′)ϵµ′ν′α′β′Π6
αβµν(p,q)

= iΠ̃6(p′2, p2,q2)
(

p ·q2− p2q2
)
, (13)

 

Π6(p′2, p2,q2) = Π̃6(p′2, p2,q2) ip ·q2 ,

=
2λX1 fhc fπm2

πGX1hcπ

9mX1 (mu+md)(m2
X1
− p′2)(m2

hc
− p2)(m2

π−q2)

× ip ·q2+ · · · ,
(14)

 

Π7
µν(p,q) = −

λX2 fηc m
2
ηc

fπm2
π(m

2
X2
−m2

ηc
)GX2ηcπ

2mcm2
X2

(mu+md)(m2
X2
− p′2)(m2

ηc
− p2)(m2

π−q2)

× pµqν+ · · · ,

= Π7(p′2, p2,q2)
(
−pµqν

)
+ · · · ,

(15)

 

Π8
αµν(p,q) =

λX2 fχc1 mχc1 fπm2
πGX2χc1π

(mu+md)(m2
X2
− p′2)(m2

χc1
− p2)(m2

π−q2)

×
(qαgµν

3
− qµgαν

2
− qνgαµ

2

)
+ · · · ,

= Π8(p′2, p2,q2)
(qαgµν

3
− qµgαν

2
− qνgαµ

2

)
+ · · · ,

(16)

 

Π9
αβµν(p,q) = − λX2 fJ/ψmJ/ψ fρmρGX2 J/ψρ

2(m2
X2
− p′2)(m2

J/ψ− p2)(m2
ρ−q2)

×
(
gαµgβν+gανgβµ

)
+ · · · ,

= Π9(p′2, p2,q2)
(
−gαµgβν−gανgβµ

)
+ · · · , (17)

where 

Pµναβ
A (p) =

1
6

Å
gµα− pµpα

p2

ãÅ
gνβ− pνpβ

p2

ã
, (18)

and the decay constants or pole residues are defined by 

⟨0|Jηc (0)|ηc(p)⟩ =
fηc m

2
ηc

2mc
,

⟨0|Jπ(0)|π(p)⟩ = fπm2
π

mu+md
,

⟨0|JJ/ψ
µ (0)|J/ψ(p)⟩ = fJ/ψmJ/ψ ξµ ,

⟨0|Jρν (0)|ρ(p)⟩ = fρmρ ζν ,

⟨0|Jhc
µν(0)|hc(p)⟩ = fhcϵµναβ pαξβ ,

⟨0|Jχc
µ (0)|χc(p)⟩ = fχc mχc ζµ , (19)

 

⟨0|J0(0)|X0(p)⟩ = λX0 ,

⟨0|J1
µν(0)|X1(p)⟩ = λ̃X1 ϵµναβ ε

αpβ ,

⟨0|J2
µν(0)|X2(p)⟩ = λX2 εµν , (20)

λ̃X1 mX1 = λX1 , the hadronic coupling constants are defined
by 

⟨ηc(p)π(q)|X0(p)⟩ = iGX0ηcπ ,

⟨J/ψ(p)ρ(q)|X0(p)⟩ = iξ∗ · ξ∗GX0 J/ψρ ,

⟨χc(p)π(q)|X0(p)⟩ = ζ∗ ·qGX0χcπ , (21)
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⟨ηc(p)ρ(q)|X1(p)⟩ = iξ∗ ·εGX1ηcρ ,

⟨J/ψ(p)π(q)|X1(p)⟩ = iξ∗ ·εGX1 J/ψπ ,

⟨hc(p)π(q)|X1(p)⟩ = ϵλτρσpλξ∗τ p′ρεσGX1hcπ , (22)

 

⟨ηc(p)π(q)|X2(p)⟩ = − iεµνpµqνGX2ηcπ ,

⟨χc(p)π(q)|X2(p)⟩ = − iεαβξ∗αqβGX2χcπ ,

⟨J/ψ(p)ρ(q)|X2(p)⟩ = − iεαβξ∗αξ
∗
βGX2 J/ψρ , (23)

εα εµν
J = 1 2

ξµ ζν
J = 1

Jhc
αβ(x) J1

µν(x)
JPC = 1+− 1−−

Pµναβ
A (p) JPC = 1+−

Πi(p′2, p2,q2) i = 1
· · · 9

and  and  represent the polarization vectors of the tet-
raquark molecular states with spins   and  , respect-
ively.    and    represent  the  polarization  vectors  of  the
traditional  mesons  with  spin  .  Because  the  currents

  and    potentially  couple  to  charmonia/tetra-
quarks with both   and  , we introduce the pro-
jector   to extract the states with   [37, 48,
59].  In  this  study,  we  investigate  the  hadronic  coupling
constants  using  the  components   with  ,
,  , aiming to avoid any contamination.

ρH(s′, s,u)We  obtain  the  hadronic  spectral  densities 
through the triple dispersion relation

 

ΠH(p′2, p2,q2) =
∫ ∞

4m2
c

ds′
∫ ∞

4m2
c

ds
∫ ∞

0
du

ρH(s′, s,u)
(s′− p′2)(s− p2)(u−q2)

, (24)

where
 

ρH(s′, s,u) = lim
ϵ3→0

lim
ϵ2→0

lim
ϵ1→0

Ims′ Ims ImuΠH(s′+ iϵ3, s+ iϵ2,u+ iϵ1)
π3

, (25)

Πi(p′2, p2,q2)
i = 1−9

p′ p′ = p+q
p′2 p2 q2

p′2 p2 q2

and  subscript H  represents  the  components 
with   on the hadron side.  Although the variables
, p,  and q  have  the  relation  ,  it  is  feasible  to

take  ,  ,  and    as  free  variables  to  determine  the
spectral  densities,  and  we  can  indeed  obtain  a  nonzero
imaginary part for all variables  ,  , and  .

Πi(p′2, p2,q2)

On  the  QCD  side,  we  contract  all  quark  fields  with
Wick's  theorem  and  consider  the  perturbative  terms,
quark  condensate,  gluon  condensate,  and  quark-gluon
mixed  condensate  contributions.  We  obtain  the  QCD
spectral  densities  of  components    through
the double dispersion relation 

ΠQCD(p′2, p2,q2) =
∫ ∞

4m2
c

ds
∫ ∞

0
du

ρQCD(p′2, s,u)
(s− p2)(u−q2)

, (26)

as
 

limϵ3→0Ims′ΠQCD(s′+ iϵ3, p2,q2) = 0 . (27)

ds′

Πi(p′2, p2,q2)
s0 u0

On the  hadron  side,  there  is  a  triple  dispersion   rela-
tion (see Eq. (24)), while on the QCD side, there is only a
double dispersion relation (see Eq. (26)). These relations
do not match each other channel by channel without some
tweaks.  To  achieve  this  goal,  we  first  integrate  over 
on  the  hadron  side  and  then  match  the  hadron  side  with
the QCD side of the components   below the
continuum  thresholds    and  , respectively,  to   rigor-
ously establish quark-hadron duality [62, 70]:

  ∫ s0

4m2
c

ds
∫ u0

0
du

ñ∫ ∞

4m2
c

ds′
ρH(s′, s,u)

(s′− p′2)(s− p2)(u−q2)

ô
=

∫ s0

4m2
c

ds
∫ u0

0
du

ρQCD(s,u)
(s− p2)(u−q2)

. (28)

For clarity, we write the hadron representation explicitly as
 

Π1(p′2, p2,q2) =
λX0 fηc m

2
ηc

fπm2
πGX0ηcπ

2mc(mu+md)(m2
X0
− p′2)(m2

ηc
− p2)(m2

π−q2)
+

C1

(m2
ηc
− p2)(m2

π−q2)
, (29)
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Π2(p′2, p2,q2) =
λX0 fχc1 mχc1 fπm2

πGX0χc1π

(mu+md)(m2
X0
− p′2)(m2

χc1
− p2)(m2

π−q2)
+

C2

(m2
χc1
− p2)(m2

π−q2)
, (30)

 

Π3(p′2, p2,q2) =
λX0 fJ/ψmJ/ψ fρmρGX0 J/ψρ

(m2
X0
− p′2)(m2

J/ψ− p2)(m2
ρ−q2)

+
C3

(m2
J/ψ− p2)(m2

ρ−q2)
, (31)

 

Π4(p′2, p2,q2) =
λX1 fJ/ψmJ/ψ fπm2

πGX1 J/ψπ

mX1 (mu+md)(m2
X1
− p′2)(m2

J/ψ− p2)(m2
π−q2)

+
C4

(m2
J/ψ− p2)(m2

π−q2)
, (32)

 

Π5(p′2, p2,q2) =
λX1 fηc m

2
ηc

fρmρGX1ηcρ

2mcmX1 (m2
X1
− p′2)(m2

ηc
− p2)(m2

ρ−q2)
+

C5

(m2
ηc
− p2)(m2

ρ−q2)
, (33)

 

Π6(p′2, p2,q2) =
2λX1 fhc fπm2

πGX1hcπ

9mX1 (mu+md)(m2
X1
− p′2)(m2

hc
− p2)(m2

π−q2)
+

C6

(m2
hc
− p2)(m2

π−q2)
, (34)

 

Π7(p′2, p2,q2) =
λX2 fηc m

2
ηc

fπm2
π(m

2
X2
−m2

ηc
)GX2ηcπ

2mcm2
X2

(mu+md)(m2
X2
− p′2)(m2

ηc
− p2)(m2

π−q2)
+

C7

(m2
ηc
− p2)(m2

π−q2)
, (35)

 

Π8(p′2, p2,q2) =
λX2 fχc1 mχc1 fπm2

πGX2χc1π

(mu+md)(m2
X2
− p′2)(m2

χc1
− p2)(m2

π−q2)
+

C8

(m2
χc1
− p2)(m2

π−q2)
, (36)

 

Π9(p′2, p2,q2) =
λX2 fJ/ψmJ/ψ fρmρGX2 J/ψρ

2(m2
X2
− p′2)(m2

J/ψ− p2)(m2
ρ−q2)

+
C9

(m2
J/ψ− p2)(m2

ρ−q2)
, (37)

Ci i = 1−9

s′

where  we  introduce  the  parameters    with    to
represent all  the  contributions  involving  higher   reson-
ances and continuum states in the   channel.

p′2 = p2 ΠH(p′2, p2,q2)

P2 = −p2 Q2 = −q2

ρH(s′, s,u) ρQCD(s,u)
p′2 p2 q2

−p2→∞ −q2→∞
p′2 = αp2 αq2

s′ = m2
X0,1,2

s =
m2
ηc ,J/ψ,χc1 ,hc

u = m2
π,ρ

s′ = s α = 1

We set    in the components   and
perform  double  Borel  transformation  on  the  variables

 and  , respectively. The spectral densit-
ies   and   are physical,  while the vari-
ables  ,  , and   in Eq.(28) are free parameters, as we
perform  the  operator  product  expansion  at  the  large
space-like  regions    and  .  Generally
speaking, we can set   or   with α to as a finite
quantity.  Considering  the  mass  poles  at  , 

,  and  , we  have  the  approximate   rela-
tion and set  .

T 2
1 = T 2

2 = T 2Then,  we  set    to  obtain  nine  QCD  sum
rules:
 

λX0ηcπGX0ηcπ

m2
X0
−m2

ηc

ñ
exp

Ç
−

m2
ηc

T 2

å
− exp

Ç
−

m2
X0

T 2

åô
× exp

Å
−m2

π

T 2

ã
+C1 exp

Ç
−

m2
ηc

T 2
− m2

π

T 2

å
= − 3

64π4

∫ s0
ηc

4m2
c

ds
∫ s0

π

0
dusu

 
1− 4m2

c

s
exp

(
− s+u

T 2

)
− m4

c

8π2
⟨αsGG

π
⟩
∫ s0

ηc

4m2
c

ds
∫ s0

π

0
du

su
(
2m2

c − s
)»

s
(

s−4m2
c

)
5

exp
(
− s+u

T 2

)

− m2
c

16π2
⟨αsGG

π
⟩
∫ s0

ηc

4m2
c

ds
∫ s0

π

0
du

u
(
m2

c − s
)»

s
(

s−4m2
c

)
3

× exp
(
− s+u

T 2

)
,

(38)

where we introduce the notation
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λX0ηcπ =
λX0 fηc m

2
ηc

fπm2
π

2mc(mu+md)
, (39)

Ci

Ci

s = 4m2
c s−4m2

c

s−4m2
c →

s−4m2
c +∆

2 ∆2 = m2
c

and the other eight QCD sum rules are given explicitly in
the  Appendix.  There  exists  an  unknown parameter    in
each  QCD sum rule.  We take    as  free  parameters  and
adjust  the  suitable  values  to  obtain  flat  Borel  platforms
for the hadronic coupling constants [62−65, 70]. In calcu-
lations,  we observe that  there exist  endpoint  divergences
at the thresholds   due to powers of   in the
denominators. Thus, we make the replacements 

 with   to regulate the divergences [71,
72].  As  the  gluon  and  quark-gluon  mixed  condensates
make small contributions, such regulations work well. 

III.  NUMERICAL RESULTS AND DISCUSSIONS

⟨ αsGG
π
⟩ = 0.012±0.004GeV4 MS

mc(mc) = (1.275±0.025)GeV

⟨q̄q⟩ = −(0.24±0.01GeV)3 ⟨q̄gsσGq⟩ = m2
0⟨q̄q⟩

m2
0 = (0.8±0.1)GeV2 µ = 1GeV

mu = md = 0

On the  QCD sides,  we  take  the  standard  gluon   con-
densate    [68, 69, 73]  and 
mass   from the Particle Data
Group [74]. We also take the conventional  vacuum con-
densates  ,  ,

  at  the  energy  scale    [68,
69, 73].  We set    and take  account  of  the  en-
ergy-scale dependence from re-normalization group equa-
tion, 

⟨q̄q⟩(µ) = ⟨q̄q⟩(1GeV)
ï
αs(1GeV)
αs(µ)

ò 12
33−2n f

,

⟨q̄gsσGq⟩(µ) = ⟨q̄gsσGq⟩(1GeV)
ï
αs(1GeV)
αs(µ)

ò 2
33−2n f

,

mc(µ) = mc(mc)
ï
αs(µ)
αs(mc)

ò 12
33−2n f

,

αs(µ) =
1

b0t

ñ
1− b1

b2
0

log t
t
+

b2
1(log2 t− log t−1)+b0b2

b4
0t2

ô
,

(40)

t = log µ2

Λ2 b0 =
33−2n f

12π
b1 =

153−19n f

24π2

b2 =
2857− 5033

9
n f +

325
27

n2
f

128π3 Λ = 213MeV 296MeV

339MeV n f = 5 4 3

n f = 4

where  ;  ;  ;

; and  ,  ,

and    for  the  flavors  ,  ,  and  ,  respect-
ively [74, 75]. As we study the hidden-charm tetraquarks,
we choose the flavor number  .

mηc = 2.9834GeV
mπ0 = 0.13498GeV mJ/ψ = 3.0969GeV mρ = 0.77526GeV
mhc = 3.525GeV mχc1 = 3.51067GeV

s0
π = (0.85GeV)2 s0

ρ = (1.2GeV)2 s0
hc
= (3.9GeV)2

On  the  hadron  sides,  we  take  ,
,  ,  ,

,  and    from  the
Particle Data Group [74]. The QCD sum rules allow us to
reproduce  the  experimental  masses  of  the  ground  state
conventional mesons.  For  simplicity,  we  adopt  the   pre-
cise  masses  from  the  Particle  Data  Group.  We  take  the
values  ,  ,  ,

s0
χc1
= (3.9GeV)2 s0

J/ψ = (3.6GeV)2 s0
ηc
= (3.5GeV)2 fπ =

0.130GeV fhc = 0.235GeV fJ/ψ = 0.418GeV
fηc = 0.387GeV fρ = 0.215GeV fχc1 = 0.338
GeV MX0 = 4.02GeV λX0 = 4.30×10−1GeV5 MX1 =

4.02GeV λX1 = 2.33×10−1GeV5 MX2 =4.02GeV
λX2 = 3.29×10−1GeV5

fπm2
π/(mu+md) = −2⟨q̄q⟩/ fπ

,  ,  , 
  [73,  74],  ,  ,

  [76],    [77], 
  [78],  ,  , 

,  ,  ,  and
 from the QCD sum rules [14] and

  from  the  Gell-Mann-Oakes-
Renner relation.

C1 = −0.0002T 2

GeV6 C2 = −0.0002T 2GeV5 C3 = 0.0006T 2GeV6 C4 =

−0.00027T 2GeV5 C5 = 0.00009T 2GeV5 C6 = 0 C7 =

0.00014T 2GeV4 C8 = −0.0002T 2GeV5 C9 =

−0.0003T 2GeV6

T 2
X0ηcπ
= (4.3−5.3)GeV2 T 2

X0χc1π
= (2.7−3.7)GeV2

T 2
X0 J/ψρ = (3.1−4.1)GeV2 T 2

X1 J/ψπ = (2.3−3.3) GeV2

T 2
X1ηcρ
= (2.2−3.2)GeV2 T 2

X1hcπ
= (4.5−5.5)GeV2 T 2

X2ηcπ
=

(2.4−3.4)GeV2 T 2
X2χc1π

= (2.5−3.5)GeV2 T 2
X2 J/ψρ =

(2.1−3.1)GeV2 X0ηcπ

X0χc1π X0J/ψρ X1J/ψπ X1ηcρ X1hcπ X2ηcπ X2χc1π
X2J/ψρ

We  fit  the  free  parameters  to  be 
,  ,  , 

,  ,  , 
,  ,  and 
 in calculations. We obtain the Borel plat-

forms  ,  ,
,  ,
,  , 

,  ,  and 
,  where  we  add  the  subscripts  ,

,  ,  ,  ,  ,  ,  ,
and   to denote the corresponding channels.

T 2
max−T 2

min = 1GeV2

GX2 J/ψρ

We obtain uniform flat platforms 
for all the channels, where max and min denote the max-
imum  and  minimum,  respectively,  as  in  our  previous
works. For example, in Fig. 1, we plot the hadronic coup-
ling constant   with the variation of the Borel para-
meter.  As it  appears  to be a  relatively flat  platform, it  is
reliable to extract the hadronic coupling constant.

ξ = ξ̄+δξ λX0 fJ/ψ fρGX0 J/ψρ =

λ̄X0 f̄J/ψ f̄ρḠX0 J/ψρ+δλX0 fJ/ψ fρGX0 J/ψρ C2 = C̄2+δC2

We  estimate  the  uncertainties  in  the  usual  manner.
For  example,  the  uncertainty  of  an  input  parameter  ξ,

,  results  in  the  uncertainties 
  and  ,

where 

δλX0 fJ/ψ fρGX0 J/ψρ = λ̄X0 f̄J/ψ f̄ρḠX0 J/ψρ

×
Å
δ fJ/ψ

f̄J/ψ
+
δ fρ
f̄ρ
+
δλX0

λ̄X0

+
δGX0 J/ψρ

ḠX0 J/ψρ

ã
,

(41)

δC2 = 0
δ fJ/ψ

f̄J/ψ
=
δλX0

λ̄X0

=
δGX0 J/ψρ

ḠXJ/ψρ
and  we  can  set    and    ap-

 

GX2 J/ψρ

T 2

Fig.  1.      (color  online)  Hadronic  coupling  constant 
with variation of the Borel parameter  .
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proximately. Finally, we obtain the values of the hadron-
ic coupling constants 

GX0ηcπ = 0.63+0.07
−0.04GeV ,

GX0χc1π = 1.20+0.01
−0.01 ,

GX0 J/ψρ = 1.79+0.22
−0.16GeV ,

GX1 J/ψπ = 6.80+0.40
−0.38 GeV,

GX1ηcρ = 1.55+0.11
−0.09 GeV,

GX1hcπ = 0.10GeV−1,

GX2ηcπ = 1.49+0.02
−0.02 GeV−1 ,

GX2χc1π = 1.20+0.02
−0.02 ,

GX2 J/ψρ = 1.84+0.17
−0.13 GeV , (42)

where we have taken the absolute values.

mX0 = 4.02GeV mX1 = 4.02GeV mX2 = 4.02GeV
For  the  molecular  masses,  we  take  the  values

,  , and   from
the QCD sum rules [14]. Then, we obtain the partial  de-
cay widths directly as 

Γ(X0→ ηcπ) = 0.87+0.21
−0.10MeV ,

Γ(X0→ χc1π) = 0.45+0.01
−0.01MeV ,

Γ(X0→ J/ψρ) = 12.33+3.22
−2.11MeV , (43)

 

Γ(X1→ J/ψπ) = 94.10+11.40
−10.22 MeV ,

Γ(X1→ ηcρ) = 4.22+0.62
−0.48 MeV ,

Γ(X1→ hcπ) = 0.0236MeV , (44)

 

Γ(X2→ ηcπ) = 0.42+0.01
−0.01 MeV ,

Γ(X2→ χc1π) = 0.12+0.01
−0.01 MeV ,

Γ(X2→ J/ψρ) = 4.10+0.79
−0.56 MeV . (45)

Then, we obtain the total decay widths approximately
as 

ΓX0 = 13.65+3.44
−2.22MeV ,

ΓX1 = 98.34+12.02
−10.70 MeV ,

ΓX2 = 4.64+0.81
−0.58 MeV . (46)

ΓX2 = 4.64+0.81
−0.58MeV

(4±11±6) MeV X(4014)

The  predicted  width    is  in  very
good agreement  with  the  experimental  data  of  the  width

 of    from the Belle collaboration

X2(4014) D∗D̄∗ JPC = 2++

ΓX0 = 13.65+3.44
−2.22MeV ΓX1 =

98.34+12.02
−10.70MeV

[31]. Both  the  predicted  mass  and  width  support   assign-
ing   as the   molecular state with  .
Regarding the predictions   and 

,  we  can  compare  them  to  experimental
data in the future.

Zc(4020)

D∗D̄∗ JPC = 1+−

ΓZc = 29.57±2.30 (or ±9.20) MeV

Γ = (24.8±5.6±7.7)MeV (23.0±6.0±1.0)MeV
(7.9±2.7±2.6)MeV

ΓX1 = 98.34+12.02
−10.70MeV D∗D̄∗

JPC = 1+−

Zc(4020)

Zc(4020)

JPC = 0++ 2++

If  only  the  mass  is  considered,    can be   as-
signed as the diquark-antidiquark type tetraquark state or

type molecular state with   [14, 37].  In the
scenario of  the tetraquark state,  we obtain the prediction

  [64], which  is   compat-
ible  with  the  upper  bound  of  the  experimental  data

 [79],   [80],
  [81]  from  the  BESIII  collaboration.

Meanwhile,  in  the  molecular  scenario,  the  predicted
width    for  the   molecular  state
with   is too large compared to the experimental
data for  . The two scenarios lead to notably dif-
ferent predictions for the total widths, and the QCD sum
rules favor assigning   as the diquark-antidiquark
type  tetraquark  state.  Unfortunately,  in  our  unique
scheme,  the  decay  widths  of  the  tetraquark  states  with

 and   have not been studied yet.
We can easily determine the relative branching ratios

of the tetraquark molecular states from their partial decay
widths: 

Γ (X0→ ηcπ : χc1π : J/ψρ) = 0.0710 : 0.0365 : 1.00 ,

Γ (X1→ ηcρ : hcπ : J/ψπ) = 0.0448 : 0.0003 : 1.00 ,

Γ (X2→ ηcπ : χc1π : J/ψρ) = 0.1024 : 0.0293 : 1.00 . (47)

X0/2→ J/ψρ X1→ J/ψπ
X2(4014) γψ(2S )

X2→ γ∗J/ψ→ ρJ/ψ

Due  to  the  particular  quark  structures,  the  dominant
decay modes are   and  ,  which are
consistent with the observation of   in the 
mass  spectrum  with  the  vector  meson  dominance

;  we  can  search  for  these  molecular
states in typical decay channels. 

IV.  CONCLUSION

JPC = 0++ 1+− 2++

JPC = 0++ 1+− 2++

X2(4014) D∗D̄∗

JPC = 2++

In  this  study,  we  investigated  the  hadronic  coupling
constants in the two-body strong decays of the tetraquark
molecular states with ,  , and  via the three-
point  correlation  functions.  We  conducted  operator
product  expansion  considering  the  quark  condensate,
gluon  condensate,  and  quark-gluon  mixed  condensate  to
obtain  the  QCD  spectral  representations.  We  then
matched the  QCD sides  with  the  hadron sides  according
to  rigorous  quark-hadron duality.  We  obtained  the   had-
ronic  coupling  constants  and  partial  decay  widths  and,
therefore,  the  total  widths  of  the  tetraquark  molecular
states with ,  , and  . Our predictions indic-
ate  that  assigning    as  the  tetraquark  mo-
lecular state with  is reasonable, while other pre-
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X2(4014)
dictions  play  an  interesting  role  in  diagnosing  the X, Y,
and Z states. Moreover,   still requires independ-
ent confirmation by other experiments.
 

APPENDIX A

The  analytical  expressions  of  the  other  QCD  sum
rules are as follows:

 

λX0χc1πGX0χc1π

m2
X0
−m2

χc1

ñ
exp

Ç
−

m2
χc1

T 2

å
− exp

Ç
−

m2
X0

T 2

åô
exp
Å
−m2

π

T 2

ã
+C2 exp

Ç
−

m2
χc1

T 2
− m2

π

T 2

å
=
⟨q̄q⟩
8π2

∫ s0
χc1

4m2
c

ds
(

s−4m2
c

) 
1− 4m2

c

s
exp

(
− s

T 2

)
− ⟨q̄gsσGq⟩

24π2

∫ s0
χc1

4m2
c

ds

(
s−6m2

c

)»
s
(

s−4m2
c

) exp
(
− s

T 2

)
, (A1)

 

λX0 J/ψρGX0 J/ψρ

m2
X0
−m2

J/ψ

ñ
exp

Ç
−

m2
J/ψ

T 2

å
− exp

Ç
−

m2
X0

T 2

åô
exp

Ç
−

m2
ρ

T 2

å
+C3 exp

Ç
−

m2
J/ψ

T 2
−

m2
ρ

T 2

å
=

3
128π4

∫ s0
J/ψ

4m2
c

ds
∫ s0

ρ

0
dusu

 
1− 4m2

c

s
exp

(
− s+u

T 2

)
+

m4
c

16π2
⟨αsGG

π
⟩
∫ s0

J/ψ

4m2
c

ds
∫ s0

ρ

0
du

su
(
2m2

c − s
)»

s
(

s−4m2
c

)
5

exp
(
− s+u

T 2

)

+
m4

c

96π2
⟨αsGG

π
⟩
∫ s0

J/ψ

4m2
c

ds
∫ s0

ρ

0
du

u»
s
(

s−4m2
c

)
3

exp
(
− s+u

T 2

)
− 1

192π2
⟨αsGG

π
⟩
∫ s0

J/ψ

4m2
c

ds
∫ s0

ρ

0
du

m2
c + s»

s
(

s−4m2
c

)
× exp

(
− s+u

T 2

)
, (A2)

 

λX1 J/ψπGX1 J/ψπ

m2
X1
−m2

J/ψ

ñ
exp

Ç
−

m2
J/ψ

T 2

å
− exp

Ç
−

m2
X1

T 2

åô
exp
Å
−m2

π

T 2

ã
+C4 exp

Ç
−

m2
J/ψ

T 2
− m2

π

T 2

å
× exp

(
− s+u

T 2

)
+

mc

144
√

2π2
⟨αsGG

π
⟩
∫ s0

J/ψ

4m2
c

ds
∫ s0

π

0
du

u
(

s−2m2
c

)
s
(
4m2

c − s
)»

s
(

s−4m2
c

) exp
(
− s+u

T 2

)

+
mc

144
√

2π2
⟨αsGG

π
⟩
∫ s0

J/ψ

4m2
c

ds
∫ s0

π

0
du

3m2
c + s

s
»

s
(

s−4m2
c

) exp
(
− s+u

T 2

)
+
⟨q̄q⟩

12
√

2π2

∫ s0
J/ψ

4m2
c

ds
(
2m2

c + s
) 

1− 4m2
c

s
exp

(
− s

T 2

)

+
⟨q̄gsσGq⟩
32
√

2π2T 2

∫ s0
J/ψ

4m2
c

ds
(
2m2

c + s
) 

1− 4m2
c

s
exp

(
− s

T 2

)
− ⟨q̄gsσGq⟩

64
√

2π2

∫ s0
J/ψ

4m2
c

ds
4m2

c + s
s

 
1− 4m2

c

s
exp

(
− s

T 2

)
− 5m2

c⟨q̄gsσGq⟩
24
√

2π2

∫ s0
J/ψ

4m2
c

ds
1»

s
(

s−4m2
c

) exp
(
− s

T 2

)
,

(A3)

 

λX1ηcρGX1ηcρ

m2
X1
−m2

ηc

ñ
exp

Ç
−

m2
ηc

T 2

å
− exp

Ç
−

m2
X1

T 2

åô
exp

Ç
−

m2
ρ

T 2

å
+C5 exp

Ç
−

m2
ηc

T 2
−

m2
ρ

T 2

å
=

mc

64
√

2π4

∫ s0
ηc

4m2
c

ds
∫ s0

ρ

0
du

u2+2su
s

 
1− 4m2

c

s
exp

(
− s+u

T 2

)
+

mc

192
√

2π2
⟨αsGG

π
⟩
∫ s0

ηc

4m2
c

ds
∫ s0

ρ

0
du

×
u (2s+u)

(
20m4

c −10sm2
c + s2

)»
s
(

s−4m2
c

)
5

exp
(
− s+u

T 2

)
− mc

192
√

2π2
⟨αsGG

π
⟩
∫ s0

ηc

4m2
c

ds
∫ s0

ρ

0
du

u (2s+u)
(

s−2m2
c

)
s
»

s
(

s−4m2
c

)
3

exp
(
− s+u

T 2

)

+
mc

576
√

2π2
⟨αsGG

π
⟩
∫ s0

ηc

4m2
c

ds
∫ s0

ρ

0
du

2s+u

s
»

s
(

s−4m2
c

) exp
(
− s+u

T 2

)
− 11⟨q̄gsσGq⟩

144
√

2π2

∫ s0
ηc

4m2
c

ds

 
1− 4m2

c

s
exp

(
− s

T 2

)
,

(A4)
 

Tao Hong, Xiao-Song Yang, Zhi-Gang Wang Chin. Phys. C 49, 103104 (2025)

103104-8



λX1hcπGX1hcπ

m2
X1
−m2

hc

ñ
exp

Ç
−

m2
hc

T 2

å
− exp

Ç
−

m2
X1

T 2

åô
exp
Å
−m2

π

T 2

ã
+C6 exp

Ç
−

m2
hc

T 2
− m2

π

T 2

å
=

1
384
√

2π4

∫ s0
hc

4m2
c

ds
∫ s0

π

0
du

u
(
4m2

c − s
)

s2

 
1− 4m2

c

s
exp

(
− s+u

T 2

)
+

m2
c

576
√

2π2
⟨αsGG

π
⟩
∫ s0

hc

4m2
c

ds
∫ s0

π

0
du

×
u
(
2m2

c + s
)

s3
(
4m2

c − s
)»

s
(

s−4m2
c

) exp
(
− s+u

T 2

)
+

m2
c

1728
√

2π2
⟨αsGG

π
⟩
∫ s0

hc

4m2
c

ds
∫ s0

π

0
du

u

s
»

s
(

s−4m2
c

)
3

exp
(
− s+u

T 2

)

+
1

3456
√

2π2
⟨αsGG

π
⟩
∫ s0

hc

4m2
c

ds
∫ s0

π

0
du

12m2
c −5s

s2
»

s
(

s−4m2
c

) exp
(
− s+u

T 2

)
+

25m3
c⟨q̄gsσGq⟩

108
√

2π2

∫ s0
hc

4m2
c

ds

× 1

s2
»

s
(

s−4m2
c

) exp
(
− s

T 2

)
− 5mc⟨q̄gsσGq⟩

108
√

2π2

∫ s0
hc

4m2
c

ds
1

s
»

s
(

s−4m2
c

) exp
(
− s

T 2

)
, (A5)

 

λX2ηcπGX2ηcπ

m2
X2
−m2

ηc

ñ
exp

Ç
−

m2
ηc

T 2

å
− exp

Ç
−

m2
X2

T 2

åô
exp
Å
−m2

π

T 2

ã
+C7 exp

Ç
−

m2
ηc

T 2
− m2

π

T 2

å
= − mc⟨q̄q⟩

2
√

2π2

∫ s0
ηc

4m2
c

ds

 
1− 4m2

c

s
exp

(
− s

T 2

)
+

mc⟨q̄gsσGq⟩
8
√

2π2T 2

∫ s0
ηc

4m2
c

ds

 
1− 4m2

c

s
exp

(
− s

T 2

)
− 5mc⟨q̄gsσGq⟩

24
√

2π2

∫ s0
ηc

4m2
c

ds
1»

s
(

s−4m2
c

) exp
(
− s

T 2

)
− 5mc⟨q̄gsσGq⟩

16
√

2π2T 2

∫ s0
ηc

4m2
c

ds

»
s
(

s−4m2
c

)
s

exp
(
− s

T 2

)
, (A6)

 

λX2χc1πGX2χc1π

m2
X2
−m2

χc1

ñ
exp

Ç
−

m2
χc1

T 2

å
− exp

Ç
−

m2
X2

T 2

åô
exp
Å
−m2

π

T 2

ã
+C8 exp

Ç
−

m2
χc1

T 2
− m2

π

T 2

å
= − ⟨q̄q⟩

8
√

2π2

∫ s0
χc1

4m2
c

ds
(
4m2

c − s
) 

1− 4m2
c

s
exp

(
− s

T 2

)
− 5⟨q̄gsσGq⟩

48
√

2π2

∫ s0
χc1

4m2
c

ds

(
6m2

c − s
)»

s
(

s−4m2
c

) exp
(
− s

T 2

)

− 7⟨q̄gsσGq⟩
64
√

2π2T 2

∫ s0
χc1

4m2
c

ds
(
4m2

c − s
) 

1− 4m2
c

s
exp

(
− s

T 2

)
, (A7)

 

λX2 J/ψρGX2 J/ψρ

m2
X2
−m2

J/ψ

ñ
exp

Ç
−

m2
J/ψ

T 2

å
− exp

Ç
−

m2
X2

T 2

åô
exp

Ç
−

m2
ρ

T 2

å
+C9 exp

Ç
−

m2
J/ψ

T 2
−

m2
ρ

T 2

å
= − 1

96
√

2π4

∫ s0
J/ψ

4m2
c

ds
∫ s0

ρ

0
duu

(
s+2m2

c

) 
1− 4m2

c

s
exp

(
− s+u

T 2

)
− m2

c

288
√

2π2
⟨αsGG

π
⟩
∫ s0

J/ψ

4m2
c

ds
∫ s0

ρ

0
du

su
(
48m4

c −22sm2
c + s2

)»
s
(

s−4m2
c

)
5

exp
(
− s+u

T 2

)

+
m2

c

288
√

2π2
⟨αsGG

π
⟩
∫ s0

J/ψ

4m2
c

ds
∫ s0

ρ

0
du

u
(
6m2

c − s
)

s
(
4m2

c − s
)»

s
(

s−4m2
c

) exp
(
− s+u

T 2

)
, (A8)

where we introduce the notations
 

λX0χc1π =
λX0 fχc1 mχc1 fπm2

π

mu+md
, λX0 J/ψρ = λX0 fJ/ψmJ/ψ fρmρ , (A9)
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